.Como ayuda el Teorema de la Funcién
Inversa a sus amigos, el Teorema de la
Funcion Implicita, las Inmersiones y
Submersiones?

[tzia Iztlacihuat]l Justo Robledo
Asesor: Otoniel Nogueira da Silva

IV Verano de la Investigaciéon en Matematicas 2019
Unidad Cuernavaca del Instituto de Matematicas UNAM



Introduccién

El teorema de la funcién inversa es uno de los teoremas mas conocidos y de los més impor-

tantes en matematicas. Su historia se remonta al siglo XVIII cuando Isaac Newton daba las
primeras ideas de lo que conocemos hoy e dia como el teorema de la funciéon implicita. Estas
ideas se fueron desarrollando también por matematicos como Leibniz, Lagrange, Bernoulli, Fu-
ler y Cauchy.
Al que se le atribuye principalmente el titulo de descubridor del teorema de la funcién implicita
es a Cauchy, pues fue el que mas se acerco a lo que conocemos como teorema de la funcién
implicita. Sin embargo, quien establecié el teorema para varias variables fue un matemaético
italiano llamado Ulisse Diri en uno de sus trabajos en 1877.. Como dato curioso, en Italia, al
teorema de la funcién implicita se le conoce como Teorema de Diri.



1. Diferenciacion

Recordemos que dada una funcién f : (a,b) C R — R, su derivada en un punto = € (a,b) C

R esta definida por
oy e d (@) — f(2)
)= Jiy =

Notemos que esta definicién la podemos reescribir como

f@+h) = f(z) = f'(x)h+r(h)

donde r(h) es un residuo tal que

7(h) h—o

— —— 0.

h

En este caso f'(x) es un nimero real, el cual, tiene miltiples aplicaciones e interpretaciones.

Consideremos ahora una funcién f : (a,b) C R — R™, jqué sucede en este caso? En este
caso f'(x) estd definida como el vector y € R™ para el cual

lim (f(w+h) — f(=) _y) _o.

h—0 h

Notemos que este limite también lo podemos escribir de la forma

f(x+h) = f(x) = hy +r(h)

donde r(h) es tal que @ — 0 cuando h — 0 y ademés hy define una funcién lineal de h. Asi si

f:(a,b) C R — R™, entonces f'(x) define una transformacién lineal de R a R™ que satisface

flx+h) = fx) = f(@)h

o h 0
o0 equivalentemente
_ _/
B = f) — PR
h—0 |h|

También existen interpretaciones de este vector derivada. Ahora estamos listos para una de las
definiciones més importantes.

Definicién 1.1. Sean E un subconjunto abierto de R"”, f una funciéon que manda F a R™ y
x € E. Si existe una transformacién lineal A € L(R"™, R™) tal que

i @+ 1) — f(a) — AR _

h—0 || 0, (1)

entonces decimos que f es diferenciable en x y ademas f'(z) = A.

Nota. Si f es diferenciable en cada z € E, entonces decimos que f es diferenciable en E.

La derivada definida en (1) también es llamada diferencial de f en x, o derivada total de f
en .



Ejemplo 1: Tomemos f : R* — R? definida por f(z,y) = (v +y,x — y,y) y veamos si es
diferenciable en (1,2).

Solucion.
o 2 ) — £(1,2) — £(1.2) (3)]
(h1,h2)~(0,0) |(h1, ho)l
o |(34 h1+ ho, =1+ hy — hg, 2+ hy) — (3,-1,2) — (1, 1) (32) ., (1, =1) (}2) . (0,1) (12))]
(h1,h2)—(0,0) (A1, ho)l
_ lim |(h1 + ha, hqy — ho, ha) — (hy + ho, hy — he, ho)|
(h1,h2)—(0,0) [(h1, ha)]

_ (0,0,0)]

= lim =0
(h1,h2)—=(0,0) | (h1, h2)|
Por lo tanto, f es diferenciable en (1,2).

El préximo teorema establece que la derivada total de f en un punto x € FE, esta bien
definida. Es decir, si f/(x) = A existe, entonces A es tnica.

Teorema 1.2. Sean E un subconjunto abierto de R", f: E C R" — R™ yx € E. Si existen
Ay € L(R", R™) y Ay € L(R™,R™) tales que

f(a+h) = fl2) = Auh|

i ] 0 v
U h) — f@) = Adh|
h—0 |h‘

entonces, Ay = As.

Ejemplo 2: Una pregunta muy natural es jcudl es la derivada de una transformacién lineal?
Si Ae L(R",R™) y z € R", tenemos que

A(x 4+ h) — A(x) — A'(x)h

lim =0
h—0 h
_ _ !
lim Az + Ah — Ax — A'(x)h _0
h—0 h
A
lim Ah — A'(z)h _0
h—0 h
= A=A(x)

Ahora enunciaremos uno de los resultados fundamentales en anélisis.

Teorema 1.3 (Regla de la cadena). Sean E un subconjunto abierto de R™, f: E C R* — R™
tal que f es diferenciable en o € E, sea g : D C f(E) — R, donde D es un subconjunto
abierto de f(E) y g es diferenciable en f(xq). Entonces F : E — R* definida por

F(z) = g(f())
es diferenciable en xq vy

F'(x) = g (f(2)) f'(x).
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Demostracion. Hacemos yo = f(xg), A= f'(z0), B = ¢'(yo) y definimos
u(h) = f(xo + h) = f(xo) — Ah,

v(k) = g(yo + k) — g(y0) — Bk,
para toda h € R" y k € R™, para las cuales f(zo+ h) y g(yo + k) estan definidos. Entonces

[u(h)] = e(h)lh],  [o(k)| = n(k)[Kl, (2)

donde e(h) — 0 cuando h — 0y n(k) — 0 cuando k — 0. Dado h, hacemos k = f(xo+h)— f (o).
Entonces

|kl = [Ah + u(h)] < [[|A]l + e(R)]|Al, (3)

F(zo+ h) — F(xg) — BAh = g(yo + k) — g(yo) — BAh
k) + Bk — BAh
k) + B(k — Ah)
k) + B(f(zo + h) — f(20) — Ah)
Bu(h) + v(k).

g(
= (
= (
v(

De (2) y (3) se sigue que para h # 0,

I

< [IBlle() + [[|A} + e(R)] n (k).

Hacemos h — 0, entonces £(h) — 0. También hacemos k — 0, asi n(k) — 0 y de (3) se sigue
que F'(z9) = BA = ¢'(yo) f'(z0) = ¢'(f(20)) f'(w0).

[
1.1. Derivadas parciales
Sean F un conjunto abierto de R", f : E — R™ y sean {ey,...,e,} v {u1,...,u,} las bases
estandar de R™ y R™ respectivamente. Las componentes de f son las funciones reales fi, ..., fi
definidas por
f@) =Y @ (zeB) (4)

o equivalentemente
filz) = f(z)u,, 1<i<m.
Definicién 1.4. Sean F un conjunto abiertode R*y f: F —- R™ Paraz e F, 1 <i<my
1 < j <n, definimos la derivada parcial de f; con respecto x; como
Ofi _ . filettej) — filz)

Ox; =0 t

(5)

Ejemplo 3: Consideremos la funcién f : R? — R3 definida por f(x,y) = (2%y, 22+ 2y, 1y?).
Notemos que fi(z,y) = 2%y , fo(z,y) = 22+2y vy f3(z,y) = xy?. Encontremos algunas derivadas
parciales.



Solucion.

% — lim fl((x7y) + tel)) - fl(xvy) — lim fl(x + t7y) B fl(x7y>
ox t—0 t t—0 t
t2 2 t2 2
e GOty (et )y
t—0 t t—0 t
2 2 .2 2
:hm(x + 20t +t x)yzﬁm@xt—i—t)y
t—0 t t—0 t
L Qre+t)ty B
—lltg% ; —l%(2m+t)y—2xy
% — lim fZ((x7y> + t€2)) B fQ(xay) — lim fZ(xvy + t) - fg(l‘,y)
dy t—0 t t—0
2 2 t) —2x — 2 t
o Ay 20 =2) g 2 e o
t—0 t t—0 t t—0
% — lim f3(($,’y) + tel)) - f3(x7y) — lim f3($ + t7y) _ f3(x7y>
ox t—0 t t—0 t
t 2 2 t) — 2
I N e Y
t—0 t t—0 t
RY ty2 RY 2 9
“tig Y =ty =0t

Si tenemos una funcién diferenciable, es normal preguntarse si existen sus derivadas parciales.
La respuesta es que si, como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 1.5. Supongamos que f mapea un conjunto abierto £ C R™ en R™ y que f es

diferenciable en un punto x € E. Entonces las derivadas parciales gﬁ_ existen y
m
Ofi .
flaje; =Y gtu  (1<j<n) )
1=1 $j
donde {e1,...,en} y{u1,...,un} son las bases estandar de R™ y R™ respectivamente.

Demostracion. Dejamos j fija. Como f es diferenciable en x tenemos que,

fla+te;) — flx) = f'(x)(te;) + r(te;)
donde |r(te;)|/t = 0 cuando ¢ — 0. La linearidad de f’(z) muestra que

i) — f(2)
t—0 t

= ['(@)e;. (7)

Si representamos f en términos de sus componentes como en (4), entonces el limite anterior
queda

limz filz +te;) - fz(z)u2 = f'(x)e;. (8)

t—0 4 t



Se sigue que cada cociente en esta suma tiene limite cuando ¢ — 0, entonces cada 85 existen
J
y de (8) se concluye que
(2
f'(x)e; = i (1<ji<n)
6l’j
=1

|

Una consecuencia del Teorema anterior es que dada [f'(x)] la matriz que representa f'(z)
con respecto a las bases estdandar, podemos observar que f'(x)e; es el j—ésimo vector columna

de [f'(x)] y que el nimero gf L ocupa el lugar de la i—ésima fila en la j-ésima columna de [f’(z)].
Asi
of ofr
ox1 te OTn
[f(@)] =1 : :
9fm Ofm
oz t OTn

Ademas, si h = ) hje; es algin vector en R”, entonces de (6) tenemos que

x)h = Z{ 8f@ }u

Observacion. Notemos que el reciproco del teorema anterior no se cumple. Es decir, si tenemos
una funcién f: E C R®™ — R™, tal que sus derivadas parciales existen, no necesariamente se
cumple que f sea diferenciable. Por ejemplo, consideremos la funcién f : R? — R definida por

la cual tiene derivadas parciales en el punto (0,0), sin embargo no es diferenciable en (0, 0).

Un teorema que estaremos usando con frecuencia es el siguiente.

Teorema 1.6. Supongamos que f mapea un conjunto abierto convero E C R™ en R™, f es
diferenciable en E, y hay un nimero real M > 0 tal que

1 ()]l < M

para cada x € E. Entonces
£ (b) = f(a)| < M|b— al
para toda a € E;b € E.

Demostracion. Fijamos a € E,b € E. Definimos (t) = (1 — t)a + tb para toda t € R tal que
v(t) € E. Como E es convexo, (t) € E'si 0 <t < 1. Ahora hacemos

entonces

gt) = (@) = f(v®)(b - a),
de modo que

GO < N (v@)[|b— al < M|b—a



para toda t € [0, 1]. Por un resultado de analisis tenemos que si h : [a, b] — RF y es diferenciable
en (a,b), entonces existe z € (a,b) tal que |h(b)—h(a)| < (b—a)|W' (x)|. Aplicando este resultado
tenemos que
9(1) = 9(0)] < |g'(®)],
de aqui que
l9(1) = g(0)] < Mb—al.

Pero, g(0) = f(a) ¥ g(1) = f(b). _

Nota. Si una funcién f cumple con lo establecido en el teorema anterior, entonces se dice que
f es una funcion lipschitziana o que f cumple una condicién de Lipschitz. Ademas, decimos
que M es la constante de Lipschitz asociada a f.

A continuacion presentamos un ejemplo sencillo de una funcién lipschitziana.

Ejemplo 4: Consideremos f : R™ — R, definida por f(z) = |z|. Notemos que, en efecto,
es una funcion lipschitziana, pues existe M = 1 tal que

|f(@)=1<1,
ademas
(@) = FW)l = llz| = lyl| <1z —yl.

Corolario 1.7. Sean f y E como en el teorema anterior. Si f'(x) = 0 para toda x € E,
entonces f es constante.

Para la demostracién aplicamos el teorema anterior con M = 0.

Observacion. Notemos que si quitamos la hipdtesis de que F es convexo, entonces el corolario
no necesariamente se cumple, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5: Sea f: F C R — R, donde £ = (—1,0) U (1,2) vy f esta definida por

-1 s ze€(—1,0
f(x):{1 si 3:6((1,2))

Evidentemente f es diferenciable en E, su derivada f'(x) = 0 para toda x € F, sin embargo f
no es constante.

Definicién 1.8. Un mapeo diferenciable f de un conjunto abierto £ C R™ en R™ se dice
ser continuamente diferenciable en E si f' es un mapeo continuo de E en L(R™ R™). Mas



explicitamente , se requiere que para cada x € E y para da € > 0 corresponda una ¢ > 0 tal

que

1f'(y) = @)l <e
siye By lr—y| <é.
Nota. Si esto sucede, decimos que f es un mapeo de clase C* o que f € C'.

El siguiente teorema nos da un criterio para saber cuando una funcién f es un mapeo C!

Teorema 1.9. Supongamos que f mapea un conjunto abierto E C R™ en R™. Entonces f €

CY(E) si y solo si las derivadas parciales :f; existen y son continuas en E para 1 < i < m,
I1<j7<n
Demostracion. Supongamos que f € Cl. Por el Teorema 1.5 sabemos que
ofi
G = (e
para toda i, j y para toda x € E. Asi
af’b 6f2 / /
y como |u;| = |e;| = 1 se sigue que
afz afz / / / /
_ < — | < — <
- | < 1) - @l < 170 - S <

si |z —y| < 6. Por lo tanto af L es continua. Para la otra implicacién es suficiente considerar el

caso m = 1. Fijamos = € E y e > 0. Como F es abierto, existe una bola abierta S C E, con
centro en x y radio r, la continuidad de las funciones aa L muestran que r puede ser elegldo tal

que
of  of € .
_—— = — S, 1<73<n). 9
Sy | < wes1<i<m )
Supongamos que h = Y hje;, |h| < r, hacemos vg = 0y vy, = hye; +- - -+ hyeg, para 1 < k < n.
Entonces
fle+h) = f(x) =Y nlf(z+y) = flz+uv;)]. (10)

J=1
Como |vg| < r paral < k < ny como S es convexo, los segmentos con extremos = + vj_1 y
x 4 v; yacen en S. Como v; = v;_1 + hje;, el teorema del valor medio muestra que el j-ésimo
sumando en (10) es igual a

of
hj (a—x]) (.Z' + Vj—1 + thjej)
para algin 0; € (0,1), y esto difiere de h en por lo menos |hjle/n, usando (9). De (10) se

sigue que
1 n
— e <
‘f(:z:+h E hjaa: n;:l |hjle < |h|e

para toda h tal que |h| < r. Esto dice que f es diferenciable en z y que f’(x) es la funcién lineal

que asigna el nimero » hjaf con el vector h =Y h;e;. La matriz [f'(z)] consiste de las filas
g xfl e 8‘? , y como las parciales son funciones continuas en E, se concluye que f € C*(E).



2. El principio de contraccion

Ahora hablaremos de un teorema que es valido en cualquier espacio métrico completo y
que ademas usaremos en la prueba de la funcion inversa, pero antes del teorema daremos la
siguiente definicion.

Definicién 2.1. Sea X un espacio métrico con métrica d. Si ¢ : X — X y si existe un nimero
0 <c¢<1tal que

d(p(r), p(y)) < cd(z,y) (11)

para toda z,y € X, entonces se dice que ¢ es una contraccion de X en X.

Observacion. Note que toda contraccion es un afuncion lipschitziana. Sin embargo, no toda
funcién lipschitziana es una contraccion, pues la constante de Lipschitz puede ser mayor o igual
que 1.

A continuacién ilustraremos esta definicién con unos ejemplos bastante sencillos.

Ejemplo 6: Sea X = [0,1] C R con la métrica usual de R. Sea ¢ : X — X definida por
¢(x) = 5. Veamos si ¢ es una contraccién.

Solucion.

r—y
2

d(e(a). ow)) = |5 - 5| =

N8

1 1
= oyl = o)

N [—=

Por lo tanto, ¢ es una contraccién con ¢ =

Ejemplo 7: Sea X = [1,00) C R con la métrica usual. Sea ¢ : X — X definida por
o(x) = /x. Veamos si ¢ es una contraccién.

Solucion.

vz = Vil lve + vyl

dlpl@) o) = Vo= Vil =

S k| I [z =y
Vz+ Y VE—u

1 1
< lp—yl==

1

Por lo tanto, ¢ es una contraccion de X en X con ¢ = 3.

Teorema 2.2. Si X es un espacio métrico completo y si ¢ es una contraccion de X en X,
entonces existe un unico punto fijo x € X tal que p(x) = x.

Demostracion. Primero probaremos la existencia del punto fijo. Sea o € X un punto arbitrario.
Definimos la sucesion {z,} de la siguiente manera

Tni1 = ©(Ty) (n=0,1,2,...).
Escogemos ¢ < 1 tal que (11) se cumple. Para n > 1 tenemos que

d(xn-i-la xn) = d(@(xn)a ‘P("En—l)) <c d(:L‘n, xn—l)a



notemos que
cd(@n, 1) = c d(p(rn_1).0(xn_2)) < clc d(Tp_1,Tn_2)) = Ed(Tp_1, Tn_2)
por lo que procediendo inductivamente llegamos a que
d(xpi1, T,) < d(xq, 0) (n=0,1,2,...)

Ahora, si n < m, se sigue que

d(Tp, ) < Z d(zi—1,%;)

1=n-+1
S (Cn + Cn+l + -+ Cm_l)d(xl, .730)
1
< | ——d(x1,x9)| "
< |1t o)
Asi {x,} es una sucesién de Cauchy. Como X es completo, z,, — x para algin z € X. Como
© es una contraccion y es continua en X. Entonces

o(z) = lim p(x,) = lim 2, = =.
n—oo n—oo

Ahora probemos la unicidad. Supongamos que existen dos puntos fijos tales que p(z) = = y
¢(y) =y, por (11) tenemos que

d(p(x), ¢(y)) < ¢ d(z,y)

pero z y y son puntos fijos, por lo que nos queda que
d(z,y) < cd(z,y),

pero esto se cumple si d(z,y) = 0, lo cual ocurre cuando x = y. Por lo tanto existe un tnico
punto fijo. [ |

Ejemplo 8: Recordemos los ejemplos anteriores.
Para X = [0,1] y ¢(z) = §, el punto fijo es x = 0 pues
0
0)==-=0.
p(0) = 5

En el otro ejemplo donde X = [1,00) vy p(z) = v/z, el punto fijo es z = 1 pues
p(1)=v1=1

Observacion. Notemos que el teorema anterior no se cumple si falta alguna de las hipdtesis, es
decir, si X no es completo o si ¢ no es una contraccién. A continuacién se ilustrara esto con
un ejemplo.

Ejemplo 9: En el primer inciso quitaremos la completitud del espacio métrico. En el se-
gundo inciso quitaremos el hecho de que ¢ es una contraccion.

(a) Sea X = (0,1] C R un espacio métrico y sea ¢ una contraccién de X en X definida por
¢(z) = 5. En este caso no existe z € X tal que p(z) = z.

(b) Sea X =[0,00) CRy ¢: X — X definida por ¢(x) = y/z. En este caso podemos ver que
existen dos puntos fijos, a saber

p(0)=v0=0 y p(1)=vi=1
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3. Teorema de la Funcién Inversa

A continuacién, enunciaremos uno de los teoremas mas importantes del anélisis, el Teorema
de la Funcion Inversa. Dicho teorema tiene multiples aplicaciones, de las cuales hablaremos un
poco posteriormente.

Teorema 3.1. Suponga que f : E C R"™ — R", donde E es abierto, f € CY(E), f'(a) es
invertible para algin a € E y b= f(a). Entonces

(a) Ezisten conjuntos abiertos U y V en R™ tales que a € U, b € V, f es inyectiva en U y
fU)=V;

(b) sig:V — U es lainversa de f: U — V (la cual existe por el inciso (a)), definida en V
por

g(f(x)) =z (zel),
entonces g € CH(V). (ver figura 1)

Figura 1: Idea intuitiva del T.F. Inversa

Demostracion. (a) Hacemos f'(a) = A y elegimos A de modo que
20| A7 = 1.
Como [’ es continua en a, existe una bola abierta U C E con centro en a, tal que
If'(x) = Al <X (zel).
A cada y € R" le asociamos una funcién ¢, definida por
(@) =z + Ay~ f(2)) (v € E). (12)
Notemos que f(x) =y si y solo si z es un punto fijo de ¢,. Como
Gy w) = 1= A7\ f(2) = A™HA - f(@)),
entonces
- _ N 1
ey (@)l = 1AT (A= @)l = [ATIA = F@)] < @V = 5
Es decir,

1
ley @Il < lar =22 (w€T).
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Asi por el Teorema 1.6, tenemos que

1
loy(21) — @y (T2)]| < §|I1 — Ty (1,12 € U) (13)

Se sigue que ¢, tiene a lo mas un punto fijo en U, de modo que f(x) =y para a lo mas un
x € U. Entonces f es inyectiva en U.

Ahora hacemos W = f(U) y escogemos y, € W. Entonces yo = f(x¢) para algin zy € U.
Sea B una bola abierta con centro en z, y radio » > 0 tan pequefo que su cerradura B
yace en U. Mostraremos que y € W cuando |y — yo| < Ar.

Sea y € R" de modo que |y — yo| < A y tomamos ¢, como en (12). Asi

@y (o) — 20 = [A™ (y — F(0) = A~ ||y — ol
< A7 N ) = 5

Si 2 € B entonces

[y () — 20| < |0y () — @y (w0)| + |py(z0) — 0|

<1| |+r<r+r
—lr—w —<-+=-=r
2 009 >9 "9

Asf ¢, () € B. Notemos que (13) se mantiene si x; € By 29 € B.

Entonces ¢, es una contraccién de B en B. Al ser un subconjunto cerrado de R", B es
completo. Del Teorema 2.2 concluimos que ¢, tiene un punto fijo x € B. Para este x
tenemos que f(x) = y. Asi y € f(B) C f(U) = W. Por lo tanto W es abierto y hacemos
W =V.

Escogemos y € V', y + k € V. Entonces existe un z € U, x + h € U de modo que y = f(z),
y+k = f(x + h). Nuevamente tomamos ¢, como en (12), entonces

py(x+h)—p(x) =[z+h+ A (y—fx+h)]—[z+ A (y— f(z))]
=h+ A f(x) = f(x+h)]=h—- A"k

Por (13) tenemos que
_ 1 1
(oy(a+h) = @) = [h— A7k < Lo+ h—af = LJh.
Como |h — A7 k| < 1|h|, entonces |Ak| > ||y
Al < 2 A7H[[[k| = Akl (14)

Un resultado de Algebra Lineal nos dice ” Dados dos operadores lineales C, D € L(R™)
donde C' es invertible,
si ||D—C|||C|| <1 entonces D es invertible.” (ver [2] teorema 9.8)

De aqui que f’(z) tiene una inversa, digamos T', pues
- _ 1
1) = AJIAT < 22N =5 < L.

Como
9y +k)—gly) =Tk =h—-Tk=-T[f(x +h) = f(x) = f'(2)h]
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y (14) implica que

9y +F) —gly) =Tk _ [[T][|f(z+h) = f(z) = f'()h]
|| A 1]

(15)

Si hacemos que k — 0, (14) muestra que h — 0. El lado derecho de la desigualdad tiende
a 0. De aqui que lo mismo se aplica para el lado izquierdo. De esta manera probamos que
g (y) =T, pero T fue elegido como la inversa de f'(z) = f'(g(y)).

En consecuencia
gy =gy (weV) (16)

Finalmente notemos que g es un mapeo continuo de V' en U, que f’ es un mapeo continuo
de U en Q que es el conjunto de todos los elementos invertibles de L(R™) y que la inversién
es un mapeo continuo de {2 en €.
Si combinamos estos hechos con (16), podemos ver que g € C}(V).
Asi, queda completa la prueba.

[

Observacion. El teorema de la funcién inversa establece que bajo ciertas condiciones, una fun-
cion f tiene una inversa local alrededor de un punto. Una pregunta que nos podriamos hacer
es podemos asegurar la existencia de una inversa global?

La respuesta atin no la sabemos. Esto precisamente establece la Conjetura del Jacobiano,
Conjetura: Sea K un cuerpo, sea f : K" — K" una funcién polinémica, es decir, las funciones
coordenadas fi,... f,, son polinomios en n variables xq,...,x,. Si la caracteristica de K es
cero y el determinante del Jacobiano de f es constante y no nulo, entonces f tiene una inversa
polinémica.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del Teorema de la Funcion Inversa parte
(a).

Teorema 3.2. Sea E un subconjunto abierto de R™, sea f: E — R", f € CY(E). Si f'(z) es
invertible para cada x € E, entonces f(W) es un subconjunto abierto de R"™ para cada conjunto
abierto W C E.

Nota. Cuando esto pasa se dice que f es un mapeo abierto de £ en R”

Observacion. En este teorema se asegura que cada punto x € E tiene una vecindad en la que
f es inyectiva localmete en E, sin embargo f no necesariamente es inyectiva en todo E, como
se puede apreciar el en siguiente ejemplo.

Ejemplo 10: Sea f : R* — R? definida por f(z,y) = (e%cos(y),e®sen(y)). Podemos de-
mostrar que el Jacobiano de f diferente de cero en cada punto de R?, por lo que es inyectiva
en una vecindad de cada punto, sin embargo f no es inyectiva globalmente. (ver en [1] ejemplo
13, pagina 276)

4. El Teorema de la Funcién Implicita

La primera aplicacién que veremos del Teorema de la Funcién Inversa es en la demostracion
del Teorema de la Funcion Implicita.
Antes de enunciar el teorema veamos algo de notacién. Sean =z = (z1,...,z,) € R"y y =

13



(Y1, -+, ym) € R™. El vector (x1,...,%n,Y1,---,Ym) € R*™ serd escrito como (z,y).
Sea A € L(R"™™ R™), A puede ser separada en dos transformaciones lineales, definidas por

Azh = A(h,0), Ak = A(0,k)
para h € R" y k € R™. Entonces A, € L(R") y A, € L(R™ R") y
A(h, k) = A,h + Ayk.
Primero enunciaremos la version lineal del Teorema de la Funcion Implicita.

Teorema 4.1. Sea A € L(R"™ R™), si A, es invertible, entonces a cada k € R™ le corres-
ponde un unico h € R™ tal que A(h, k) = 0.
A partir de k, se puede calcular h de la siguiente forma

h=—(A,)" Ak, (17)

Demostracion. Notemos que A(h, k) = 0 si, y solo si A,h + Ayk = 0. De aqui que A(h, k) =0
puede resolverse para h si k es conocida, es decir, h es una funcién lineal de k. [ |

A continuacion, enunciaremos el Teorema de la Funcion Implicita.

Teorema 4.2. Sea f un mapeo C* de un conjunto abierto E C R"™ en R™, tal que f(a,b) =0
para algin punto (a,b) € E. Hacemos A = f'(a,b) y supongamos que A, es invertible. Entonces
existen conjuntos abiertosU C R™™™ y W C R™, con (a,b) € U yb € W, que tienen la siguiente
propiedad:

A cada y € W le corresponde un unico x € R™ tal que

(z,y) €U 'y [flz,y)=0. (18)
Si esta x se define como g(y), entonces g es un mapeo C' de W en R", g(b) = a,
fla(y),y) =0 (yeW), (19)
Y / 1
g'(b) = —(Az) " Ay, (20)
Demostracion. Se define F' por medio de
F(z,y) = (f(z,9).,y) ((z,y) € E). (21)

Entonces F es un mapeo C' de E en R"™™. Se pide que f’(a,b) sea invertible.
Como f(a,b) = 0, se tiene que

fla+h,b+ k)= A(h, k) +r(h,k),
en donde 7 es el residuo que aparece en la definicién de f’(a,b). Debido a que

Fla+h,b+k)— F(a,b) = (f(a+ h,b+ k), k)
= (A(h, k), k) + (r(h, k), 0)
se deduce que F’(a,b) es el operador lineal sobre R"*" que mapea (h, k) en (A(h, k), k). Si este

vector imagen es 0, entonces A(h,k) =0y k =0, de aqui que A(h,0) = 0. Del teorema 4.1 se
sigue que h = 0. Ademas se deduce que F’(a,b) es inyectiva, por lo tanto, invertible.

14



Asi podemos aplicar el Teorema de la Funcion Inversa a F'. Entonces existen conjuntos abiertos
Uy VenR" con (a,b) € U, (0,b) € V tales que F' es un mapeo inyectivo de U sobre V.
Sea ahora W el conjunto de todos los y € R™ tales que (0,y) € V, notemos que b € W.
Notemos también que W es abierto, esto debido a que V' es abierto.

Siy € W, entonces (0,y) = F(x,y) para algun (z,y) € U. Por (21), f(z,y) = 0 para este z.
Para el mismo y, supongamos que (z’,y) € Uy f(«',y) = 0. Entonces

Fl(' y) = (f(«',y),y) = (f(x,9),y) = Flz,y).

Como F es inyectiva en U, se sigue que ' = x. Esto prueba la primera parte del teorema.
Para la segunda parte, definimos g(y), para y € W, tal que (¢9(y),y) € Uy f(9(y),y) = 0.
Entonces

F(g(y),y)=(0,y) (yeW). (22)

Si G es el mapeo de V en U que invierte F, entonces G € C!, por el Teorema de la Funcién
Inversa y (22) tenemos que

(9(y),y) = G(0,y) (yeW).

De este hecho y de que G' € C! se sigue que g € C.
Finalmente, para calcular ¢/(b), hacemos (¢(y),y) = ®(y). Entonces

'(y)k = (¢' (k. k) (ye Wk eR™). (23)
Asi, 4f(®(y)) = 0 en W. La regla de la cadena muestra que
f(@(y))®'(y) = 0.
Cuando y = b, entonces ®(y) = (a,b), y f'(P(y)) = A. Asi
Ad'(b) = 0. (24)
De (23) y (24) se sigue que
Aug (D) + Ak = A(g'(D)k, k) = AV (b)k = 0

para cada k € R™. Asi
Ag'(b)+ A, =0

5. La forma local de las inmersiones

Otra aplicacion del Teorema de la Funcion Inversa es en la demostracin de la forma local
de las inmersiones. Antes de enunciar este teorema, daremos una definicién y algunos ejemplos
que pueden ser de gran ayuda.

Definicién 5.1. Una inmersion de un abierto U € R", es una funcién diferenciable f : U — R™
tal que, para cada = € U, la derivada f’(z) : R® — R™ es una transformacién lineal inyectiva.
Evidentemente esto solo puede ocurrir cuando n < m.

Nota. Una funcién compuesta de dos inmersiones es también una inmersion.
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Ejemplo 11: Sea I C R un intervalo abierto. Una curva diferenciable f : I — R"™ es una
inmersion si, y solo si su vector velocidad es diferente de cero en cada punto t € I. Esto quiere
decir que en cada punto f(t) € R™, f(I) posee una recta tangente L = {f(t)+s- f'(t) : s € R}.
Como una inmersion puede no ser inyectiva, entonces cuando tomamos f(t1) = f(t2), las rectas
tangentes L1 = f(t1) + Rf'(t1) y L2 = f(t2) + Rf'(t2) pueden o no ser iguales.

Sin embargo, cuando consideramos una vecindad V' de ¢;, tan pequena que ningiin otro punto
de V tenga la misma imagen que t;, entonces L; serd la tinica recta tangente en el punto f(¢;).
Para ilustrar esto, consideremos f : R — R?, definida por f(t) = (3 — t,t?) (ver figura 2).

Figura 2: f(t) = (t2 —t,t?)

Notemos que para t; = —1y to =1, f(—1) = f(1) por lo que tenemos dos rectas tangentes
en el punto (0,1). Sin embargo esto se arregla si tomamos un punto fijo, por ejemplo t; = —1
y tomamos una vecindad V' = (—2,0). Ahora si, la recta tangente es tinica en el punto (0, 1)
(ver figura 3).

Figura 3: f(t) = (2 — t,t?), -2 <t <0

Ejemplo 12: Ahora consideremos g : R — R? definida por g(t) = (t — sent,1 — cost).
Notemos que g es inyectiva, mas no es una inmersién, esto debido a que posee una infinidad de
puntos donde su vector velocidad ¢'(t) es cero.
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A continuacion, enunciaremos la forma local de las inmersiones.

Teorema 5.2. Sea U C R™ un conjunto abierto, sea f : U — R™™™ fuertemente diferenciable
en un punto a € U. Si la derivada f'(a) : R™ — R™™ es inyectiva, existe un homeomorfismo
h:Z—VxW, deun abierto Z > f(a) en R"™™ sobre un abierto VxW 3> (a,0) en R x R™,
tal que hf(x) = (x,0) para toda x € V y h es fuertemente diferenciable en un punto f(a).

La siguiente imagen ilustra el teorema anterior y ayuda a su mejor comprension.

4

VA f(a)

f lh E
VxW
- W cIR™

174 ho

: ! > 0

" a (a,0)
VCcR

6. La forma local de las submersiones

Por 1ltimo, otra aplicacin del Teorema de la Funcién Inversa es en la demostracién de la
forma local de las submersiones. Antes de enunciar este teorema habra que dar una pequena
definicién.

Definicién 6.1. Una funciéon diferenciable f : U — R™, definida en un abierto U C R" se llama
una submersion cuando para todo x € U, su derivada f'(z) : R™ — R™ es una transformacién
lineal sobreyectiva. Para que esto ocurra, es necesario que se tenga n > m.

Observacion. Un funcional lineal es sobreyectivo o es nulo. Por lo tanto, una funcién dife-
renciable f : U — R es una submersién si y solamente si, df(z) # 0, o equivalentemente
grad f(x) # 0, para todo z € U.

Nota. Una aplicacion compuesta de dos submersiones, es también una submersion.
Teorema 6.2. Sea U C R™M™ un conjunto abierto, sea f : U — R™ fuertemente diferenciable
en un punto a € U. Si f'(a) : R"™™ — R™ es sobreyectiva o, mds precisamente, si es una

descomposicion dada en suma directa de tipo R™™ = R"™ @ R™ tal que a = (a1,a2) y la
derivada parcial g—i(a) = f'(a)|R™ : R™ — R™ es un isomorfismo, entonces existen abiertos
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V, W, Z, cona € Z C R, a € V C R", fla) € W C R™, y un homeomorfismo
h:V xW — Z, fuertemente diferenciable en un punto (aq, f(a)), tal que fh(z,w) = w para

todo (x,w) € V x W.

La siguiente imagen ilustra el teorema anterior y ayuda a su mejor comprension.

E{Gl:} = h?(ts C}

U

- X

(w: c)

foh:{m,w)t—sw

(ﬂ-]_, C}

y
ay

mﬂ.
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INTRODUCCION

El teorema de la funcién inversa tiene mudltiples aplicaciones, En
esta presentacién hablaremos de su aplicacién para demostrar el
teorema de la funcién implicita, la forma local de las inmersiones y
la forma local de las submersiones.

Antes de enunciar estos teoremas daremos algunos conceptos
preliminares.

UCIM
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DIFERENCIACION

DEFINICION

Sean E un subconjunto abierto de R", f : E - R™ yx € E. Si
existe una transformacion lineal A € L(R",R™) tal que

o [FGch) = F(x) = Ah| _

h—0 |l 0,

entonces decimos que f es diferenciable en x y ademds f'(x) = A.

Nota: Si f es diferenciable en cada x € E, entonces decimos que f
es diferenciable en E.




TEOREMA (REGLA DE LA CADENA)

Sean E un subconjunto abierto de R", f : E C R" — R™ tal que
f es diferenciable en xo € E, sea g : D C f(E) — RK, donde D es
un subconjunto abierto de f(E) y g es diferenciable en f(xp).
Entonces F : E — R definida por

F(x) = g(f(x))

es diferenciable en xy y

F'(x) = &'(f(x))f'(x).
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DERIVADAS PARCIALES

DEFINICION

Sean E un conjunto abierto de R" y f : E — R™. Para x € E,
1<i<myl<j<n, definimos la derivada parcial de f; con
respecto xj como
ofi . filx+ te) — fi(x)
— = lim .
(9Xj t—0 t
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TEOREMA

Supongamos que f mapea un conjunto abierto convexo E C R" en
R™, f es diferenciable en E, y hay un nimero real M tal que

IF'Cll < M
para cada x € E. Entonces
|£(b) — f(a)] < M[b— 4|
para todaac E,bec E.

Nota: Si una funcién f cumple con lo establecido en este teorema,
entonces se dice que f es una funcién lipschitziana o que f cumple
una condicién de Lipschitz.
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PRINCIPIO DE CONTRACCION

DEFINICION

Sea X un espacio métrico con métrica d. Si ¢ : X — X y si existe
un ndmero 0 < ¢ < 1 tal que

d(p(x), ¢(y)) < cd(x,y)

para toda x,y € X, entonces se dice que ¢ es una contraccion de
X en X.

TEOREMA

Si X es un espacio métrico completo y si ¢ es una contraccion de
X en X, entonces existe un tunico punto fijo x € X tal que

o(x) = x.
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TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA

TEOREMA (TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA)

Suponga que f : E C R" — R", donde E es abierto, f € C*(E),
f'(a) es invertible para algin a € E y b= f(a). Entonces

(A) Existen conjuntos abiertos U y V en R" tales que a € U,
be V, f esinyectivaen Uy f(U)=V;

(B) sig:V — U eslainversadef: U — V (la cual existe por el
inciso (a)), definida en V' por

g(f(x)) =x  (xeU),

entonces g € C1(V).
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TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

TEOREMA

Sea f un mapeo C* de un conjunto abierto E C R™™ en R", tal que
f(a, b) = 0 para algiin punto (a, b) € E. Hacemos A = f'(a, b) y
supongamos que Ay es invertible. Entonces existen conjuntos abiertos
UCR™ y W CR™, con (a,b) € Uybe W, que tienen la siguiente
propiedad:

A cada y € W le corresponde un dnico x € R" tal que

(x,y)eU vy f(x,y)=0.

Si esta x se define como g(y), entonces g es un mapeo C* de W en R",
g(b) = a,
fe(y),y) =0 (yeW),
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LA FORMA LOCAL DE LAS INMERSIONES

DEFINICION

Una inmersién de un abierto U € R", es una
aplicacion”diferenciable f : U — R™ tal que, para cada x € U, la
derivada f'(x) : R" — R™ es una transformacion lineal inyectiva.
Evidentemente esto solo puede ocurrir cuando n < m.
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TEOREMA (FORMA LOCAL DE LAS INMERSIONES)

Sea U C R"™ un conjunto abierto, sea f : U — R"™™ fuertemente
diferenciable en un punto a € U. Si la derivada f'(a) : R" — R™™
es inyectiva, existe un homeomorfismo h: Z — V. x W, de un
abierto Z > f(a) en R"™ sobre un abierto V x W > (a,0) en

R" x R™, tal que hf(x) = (x,0) para todax € V y h es
fuertemente diferenciable en un punto f(a).
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LA FORMA LOCAL DE LAS SUBMERSIONES

DEFINICION

Una aplicacion diferenciable f : U — RR™, definida en un abierto
U C R" se llama una submersion cuando para todo x € U, su
derivada f'(x) : R" — R™ es una transformacién lineal
sobreyectiva. Para que esto ocurra, es necesario que se tenga
n>m.
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TEOREMA (FORMA LOCAL DE LAS SUBMERSIONES)

Sea U C R"™ un conjunto abierto, sea f : U — R™ fuertemente
diferenciable en un punto a € U. Si f'(a) : R"™ — R™ es
sobreyectiva o, mds precisamente, si es una descomposicion dada
en suma directa de tipo R"™™ = R"® R™ tal que a = (a1,a2) y la
derivada parcial g—ag(a) = f'(a)|R™ : R™ — R™ es un isomorfismo,
entonces existen abiertos V/, W, Z, con a€ Z C R"™™,

ap € VCR" f(a) e W CR™, y un homeomorfismo

h:V x W — Z, fuertemente diferenciable en un punto (a1, f(a)),
tal que fh(x, w) = w para todo (x,w) € V x W,
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