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1. Introduccion

Aqui presentaremos los conceptos basicos concernientes a la geometria Riemanniana. En la
primer seccién introducimos el concepto de conexién en una variedad diferenciable, demostramos
el teorema fundamental de la geometria Riemanniana junto con algunas propiedades bésicas de
las conexiones.

En la segunda seccién introducimos el concepto de curvatura a través del endomorfismo de
curvatura R, y su equivalente el tensor de curvatura &Z. Demostramos sus propiedades bésicas
y con esto definimos el tensor de Ricci Ric y la curvatura escalar x, que son los conceptos
principales de curvatura para una variedad Riemanniana.

Agradezco al Programa para un Avance Global e Integrado de la MatematicaMexicana, proyecto
FORDECyT, clave 265667. También quisiera agradecer a mi asesor durante mi estancia en el
Instituto de Matemaéticas Unidad Cuernavaca, Gregor Weingart, v a los organizadores del evento.



2. Variedades Riemannianas

Definicion 2.1. Sea M una variedad diferenciable. Una métrica Riemanniana sobre sobre M
es una aplicaciéon g que asocia a cada p € M un producto escalar g, : T,M — R, que varia
diferenciablemente respecto a p, es decir, si x : U C R®” — M es una carta coordenada con
(xl,...,2") = q € M entonces gq(%(q), %(q)) = guv(q) es una funcién diferenciable de U en

R.

Otra forma de describir la métrica Riemaniana es con respecto a la base dual {dzf} C (T,M)*
definida por d:cf{(%) = 0y la delta de Kronecker. Podemos definir gg = > 77 ,_; g (q)dxg@dxy,
donde dzg ® dx}y : TyM x TyM — R es la funcién bilineal definida por dzf ® dz}( 2, %) =
dundue. Una variedad M dotada con una métrica Riemanniana g es llamada una variedad Rie-
manniana (M, g). Siempre que se define un nuevo objeto matematico, hay que decir cuando dos

de estos objetos son equivalentes.

Definicién 2.2. ¢ : (M,g) — (M, g) es una isometria si y sélo si ¢ es un difeomorfismo y
Vu,v € T,MVp € M gy(u,v) = gq(dp(u),dep(v)) donde g = ¢(p).

Para una definicién méas general de isometria necesitamos defnir lo que es el pushforward y el
pullback de un difeomorfismo.

Definicion 2.3. Sea ¢ : M — N difeomorfismo.

» El pushforward de ¢ es una aplicacién diferenciable ¢, : I'(T'M) — I'(T'N) definida por
p+(X)(f) = X(f o ), para X € I(T'M) f € C*(N)

» El pullback de ¢ es una aplicacién diferenciable ¢* : C*°(N) — C°°(M) definida por
©*(h) = hop con h € C®°(N)

Algunas propiedades del pushforward: Sea ¢ : M — N difeomorfismo. Sean a,b € R, f €
C®(M), he C®°(N), X, Y e I'(TM).

1. R-lineal: p.(aX 4+ 0Y) = ap, X + bp.Y
2. pu(fX)h = (fX)(hop)= (o) (f)eXh
3. (@)= (7 )x

Propiedades del pullback: Sea ¢ : M — N difeomorfismo. Sean a,b € R, f € C®(M) y
h € C*(N)

1. R-lineal: p*(aX 4+ 0Y) = ap* X 4 bp*Y
2. (p") =)

Con esta nueva notiacién, ¢ : (M, g) — (M, §) es una isometria si y sélo si ¢ es un difeomorfismo
y VX, Y e I(TM) g(X,Y) = 0*g(p X, 0.Y),



2.1. Conexiones

Para poder definir el concepto de curvatura en una variedad Riemanniana, necesitamos primero
extender el concepto de linea recta, a esta generalizacién se le da el nombre de geodésica. Una
forma en la que podriamos definir una geodésica es como la curva que minimiza longitud de
arco, pero aiin no sabemos medir distancias en una variedad Riemanniana, asi que haremos uso
de otra caracterizacion de line recta euclideana.

Podemos caracterizar una linea recta en el espacio euclideo como una curva cuya aceleracién (o
segunda derivada) es identicamente cero. Es decir, una curva con velocidad constante.

Consideremos una subvariedad suave M C R™ con la métrica Riemanniana inducida, sea -y
una curva contenida en M. Una forma intuitiva para definir una geodésica seria computar la
aceleracion Euclideana 4(t) de manera usual y luego tomar la proyeccion ortogonal al espacio
tangente T,y M, esto nos define un vector 4(t)*e tangente a M, la aceleracién tangencial de
~. Podriamos definir asi una geodésica como las curvas en M que tienen aceleracion tangencial
cero.

FEn una variedad Riemanniana abstracta, la cual no esté encajada en un espacio Euclideano
en el cual calcular la aceleracién, esta técnica no estd disponible. Tenemos que encontrar una
alternativa para calcular la aceleracién de una curva. Sea v : (a,b) — M una curva suave. el
vector velocidad 4(t) tiene una definicién independiente de cartas coordenadas, sin embargo, a
diferencia de la velocidad, el vector aceleracién no es invariante bajo cambio de coordenadas. Un
ejemplo simple es considerar el circulo unitario S* en el plano parametrizado por (z(t),y(t)) =

(cost,sint) su aceleracién en el tiempo ¢ es el vector unitario (Z(t),j(t)) = (—cost, —sint) sin
embargo en coordenadas polares, podemos parametrizar el circulo como (r(t),8(t)) = (1,1), en
estas coordenadas el vector aceleracién es (7(t),6(t)) = (0,0)!

El problema es el siguiente: si quisieramos darle sentido a %(to) diferenciando #(t) respecto t,
tendriamos que involucrar la diferencia de los vectores 4(t) y ¥(to), sin embargo estos viven en
espacios vectoriales distintos (T,y(t)M Y Ty M respectivamente) por lo que no tiene sentido
operarlos.

Definicién 2.4. Una conexién lineal es una aplicacion

V : D(TM) x T(TM) — T(TM)
X , YV ) VyY

que satisface lo siguiente:

i) VxY es C°°(M)-lineal en X, si f,g € C°(M):
VlegXQY = fVle +gVX2Y
ii) VxY es R-lineal en Y, si a,b € |R

Vx(aYr +bY2) =aVxY) +bVxY,

iii) V debe satisfacer la siguiente regla del producto para f € C*

Vx(fY)=X(f)Y + fVxY

Un resultado directo de la definicién es que, aunque esta aplicacion estd definida de manera
global, el valor que toma V XY|p solo depende de los valores de X y Y en una vecindad de p.



Lema 2.1. Sea U C M una vecindad abierta de p y X,)?,Y,? e I(TM), tales que X|y = X’]U
y Y|y =Y|y. Entonces VxY|, = V)?f/
p

Demostracion. Primero consiferemos X fijo. Por la R linealidad sobre Y, reemplazando Y por
Y —Y basta probar que VxY = 0 siempre que Y|y = 0. Sea ¢ € C*° funcién auxiliar con soporte
en Uy ¢(p) =1. Como Y se anula en U, 9Y =0 en M, entonces Vx( ¢Y) = Vx(0-¢Y) =
0( VxpY) = 0, aplicando la regla del producto tenemos que 0 = Vx(¢Y) = X(p)Y +oVxY.
Como Y = 0 en el soporte de ¢ entonces X(p)Y = 0 en M. Evaluando en p obtenemos que
VxY|,=0.

Ahora consideremos Y fijo, por un argumento similar al anterior basta probar que V XY]p =0
siempre que X se anule en U. Tomamos ¢ la misma funcién auciliar. ¢ X = 0 en M, entonces
P(VxY) = VoxY = ViooxY = 0VyxY = 0, es decir, pVxY = 0 en M. Evaluando en p
obtenemos .VxY|, =0 O

Por ser V lineal C*° en la primer entrada, el valor de V XY|p solo depende del valor de X en p.

Lema 2.2. Si X, X € ['(TM) son tales que X, = )?p entonces VXY]p = V)}Y‘p.

Demostracion. Por linealidad, sustituyendo X por X — X podemos suponer X, = 0 y probar
que VxY|,=0.

Por el lema anterior, nos importa sélo el valor de X en una vecindad U de p. Sea x : U — R"

carta local de manera que X =>7"_, X222 donde X* € C(M) y X*(p) = 0.

oxH

Aplicando la C*-linealidad de V sobre X: VxY|, =370 X!(p) V o Y| =0 O

ozH p

Ahora, dada una variedad Riemanniana, sélo falta asociarle una conexién de manera candnica.

Si U C M es un abierto no vacio, denotamos por TU{(p,v) € TM : p € U} el haz tangente a
U. Notemos que para p € M T,M =T,U.

Definicién 2.5. Un marco local es un conjunto {E,}),_; C I'(TU) tal que, para cada p € U el
conjunto {E,(p)} es una base de T, M. Decimos que el marco es global si esté definido en todo
TM, es decir si U = M.

Como una conexion estd determinada por los valores lovales, podemos describirla en términos
de un marco local {E,}.

n
Ve, E, =Y T),E;
A=1

Esto define n® funciones I‘;}V en U, conocidas como los simbolos de Christoffel de V. Analoga-
mente podemos extender el concepto de base dual:

Definicién 2.6. Sea (U, z) carta local, el marco dual al marco local {a%} es {dz"} definido
por d:n“(%u) = O

Definicion 2.7. Decimos que una conexién V es compatible con la métrica si y sélo si se
satisface la siguiente igualdad para cuales quiera X,Y,Z € I'(T'M):

Xg(Y,Z2) =9(VxY,Z) +g(Y,VxZ)



Definicion 2.8. Una conexién V en el haz tangente T'M de una variedad M es libre de torcion
siempre y cuando se satisfaga la siguiente ecuacién:

VxY = VyX = [X,Y]

Donde X,Y € T(TM) y [X,Y] es el corchete de Lie definido definido por [X,Y] = XY —Y X

Antes que nada comprobemos que los corchetes de Lie son, en efecto, una aplicacién [—, —] :

DN(TM)xT'(T'M)— I'(T'M). Para esto, calculdmos los corchetes de Lie en coordenadas locales.

Sea (U,z) carta local, escribimos X =370, X“% yY=>"_vYV a‘z,,:

[X,YV]=XY -YX

=S (S ) - S g ()

=
aY? o Y & Y » 0 g 0
_;;Xu<8:z:# 8x”+y 330“81:1’) ;Z;Y ( 8:1:#+X 8:1:”%)
GY” LOXH 0 , 0 0 y 0 0
B u;l ( oxt 81‘” -Y ox? @) + (XHY o dzv Y Xﬂ@x” %)

oxH Oxv ozv Ozt

(XM(?Y” 0 YV(?X“ 0 )

M= 5

pv=1

En conclucién, escribimos los corchetes de Lie en coordenadas locales como:

) L) (O
XY= #;1 (X ox’ Y oxv )87

M H . .
Que en efecto, al ser XV, %3;1, , YV y %);,, funciones suaves, es un campo vectorial sobre M.
De aqui en adelante para simplificar la notacién escribiremos d,, en lugar de 8%.

Algunas propiedades bésivas de los corchetes de Lie son las siguientes:

Proposicién 2.3. El corchete de Lie [—,—| : T(TM)xT'(TM) — I'(TM) definido por [X,Y] :=
XY — Y X satisface:

1. Antisimetria: [X,Y] = —[Y, X]

2. R-bilinealidad: Ya,b € R, [aX14+0X2,Y| = a[X1,Y]+0[X2,Y] y [X, aY1+bY2] = a[ X, V1] +
b[X7 YQ]

3. La siguiente regla del producto: [fX,Y] = f[X,Y]| =Y (f)X donde f € C*°(M).
4. Identidad de Jacobi: [X,[Y,Z]|+ [Y[Z,X]]|+ [Z,[X,Y]] = 0.

Demostracion. 1) [X,Y]=XY - YX =—(YX - XY) =—[Y, X]
2) Sean a,b € R, como X;, Xy € I'(T'M) son derivaciones, en particular son R-lineales por lo
que
[CLXl + bXo, Y] = (aX1 + bXQ)Y — Y(G,Xl + bXQ)
=aX1Y —aY X1 + bXoY — bY X,y
= a[X1, Y]+ b[Xs,Y]



Analogamente [X,aY; + bYs] = a[X,Y1] + b[X, Ya], con X, Y1,Y, € (T M)
3)Sean f € C*(M)y X, Y e (T M).
[fX,Y]=fXY =Y (fX)=fXY - (Y(f)X + fYX

= fXY — fYX - Y(H)X
= fIX, Y] -Y(f)X.

4) Sean X,Y,Z € I'(T'M), entonces [X, [V, Z|| = [ X, YZ-2Y|=XYZ-2Y)—-(YZ-Z2Y)X =
XYZ-ZYX -YZX+ZYX.

[X,[V,Z)] = XYZ + ZYX — XZY — ZV X

Y,[Z,X]] = —ZXY ~YXZ+ XZY +YZX

(Z,[X,Y]] = ZXY +YXZ - ZYX — XY Z

Claramente la suma del lado derecho da 0. OJ

Sea (U, z) carta local. Notemos que, como las derivadas parciales conmutan, para cada p,v, €
{1,...,n} los corchetes de Lie [0, 0,] = 0,0, — 0,0, = 0 se anulan. Por lo que, si V es libre de
torcién, entonces

0 = [0, 0] = Vi, 0 — Vi, 0 = Zn: (rfw - rgu)aA
A=1

Es decir:

V libre de torcién — Ff;,/ = Ff,‘u Vu, v,A e {1,...,n}

Ahora, supongamos que F)‘ = F)‘ Vu,v, A€ {1 ...,n}. Entonces

VaM ZF
_ ZF
= Vay@u

Sean XY € I'(TU) con expansiones locales X = >77 ;| X*0,, Y = >}, Y"0,. Entonces:

Y=V
VxY =V 2 xv,
p=1
= X'V, Y

p=1

- Zn:Xu (Vo anway)
- Z X“( 8, +Y" vaua)

H,r=1
n

-y (X“@u(Y”)&, +X“Y"Va”8,,)

H,v=1



Asi, podemos calcular

VyY — VyX = Zn: (X“@M(Y”)&, n X”Y”V5M61,> - i (Y”&,(X“)(?u n Y”X“V5V8V>
=1 p,v=1

-3 (Xua#(w)ay — Y0, (XM)D, + XMV V0, — Y”X’”Vaﬁ#)
=1

n

=Y (Xuau(w)ay - Y”ay(X“)au)

=1
= [X7 Y}

Acabamos de mostrar que:

V 1libre de torcién < Fﬁy = Fl)j‘# Vo op,v,Ae{l,...,n}
= Vo, 0 = Vy,0, Yy, v,e{l,...,n}

Nota: Este resultado solamente es vélido cuando los simbolos de Christoffel I‘;}V estan asociados
al marco local generado por las derivadas parciales { 9, }. En un marco local cualquiera { F,, }
en general NO es cierto que [ E,, E,] = 0, lo cual fue necesario en la prueba.

Teorema 2.4 (Teorema fundamental de la geometria Riemanniana). Sea (M, g) una
variedad Riemanniana. Existe una unica conexion V en el haz tangente TM que es compatible
con la métrica g y es libre de torcion. Esta conexion es conocida como la conexion de Levi-Civita
de g.

Primeto demostraremos la unicidad de la conexion.

Demostracion. Sea V conexién compatible con g y simétrica, sean XY, Z € I'(T' M)

Xg(Y,Z2)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ)
Y9(Z,X)=9(VyZ,X)+ 9(Z,Vy X)
Z9(X,Y)=9(VzX,Y)+g(X,VzX)

Por la simetria de la conexién, esto puede ser reescrito como:

Xg(Y, Z2) = g(VxY, Z) + g(Y,V2X) + g(Y, [X, Z])
YQ(Z7X) = g(vYZ7X) +9(Z7 VXY) +g(Z, [YvX])
Zg(X,Y) = Q(VZX, Y) +9(X7 VYZ) +9(X7 [27 Y])

Sumando las primeras dos ecuaciones y restando la tercera obtenemos:

Xg(Y,2)+Yg(Z2,X) = Zg(X,Y) = 29(VxY, Z) + g(Y, [X, Z]) + 9(Z, [V, X]) — 9(X, [Z,Y])
despejando encontramos la siguiente igualdad, conocida como la férmula de Koszul.

29(VxY, Z) = Xg(Y, 2) = Z9(X,Y) + Yg(Z,X) = g(Y,[X, Z]) + 9(X, [Z,Y]) = 9(Z,[Y, X])
De la férmula anterior podemos concluir la unicidad de la coneciéon de Levi -Civita, pues si

V! y V2 son dos conexiones libres de torcién y compatibles con la métrica, al no depen-
der de la conexién el lado derecho de la férmula de Koszul, tenemos que VX,Y,Z € TI'(TM)



g(Vﬁ(Y — V%Y, Z) = 0. Como g es no degenerada, esto pasa si y solamente si VkY = Vg(Y.
Luego V! = V2.

Para mostrar la existencia de la conexién de Levi-Civita, basta mostrar que existe para cada
carta local ya que por la unicidad aseguramos que la construccién dada en diferentes cartas
locales coincidan cuando estas se sobrepongan.

Sea (U, z) carta local. Evaluando en la férmula de Koszul:

QQ(V(?“&M 8)\) = a,ug(alla a)\) - aAg(a,ua 81/) + 8,/9(6)\, au)

n
29(2 Ffu/a@ 8)\) = 6,ugu)\ - 8)\9;111 + aug)\,u
€=1

n
2 Z Fzygﬁ)\ = QLQV,\ - 8)\.9;111 + 81/9)\,u
=1

Al ser g invertible, la matriz de g con entradas g¢y es invertible, denotamos por ¢** las entradas
de la matriz inversa. Multiplicando ambos lados de la igualdad por esta matriz obtenemos,
notando que Y y_, g@\g’\77 = 0¢y la delta de Kronecker.

n
2FZV = Z g/\n(augl/)\ - a)\guy + az/g)\u)
A=1

Con lo que tenemos definidos los simbolos de Christoffel en cartas locales. De la definicién estd
claro que I'}, = T'},,. Por lo tanto esta conexién es libre de torcién.

Compatibilidad de la métrica) Sean X,Y,Z € I'(T'M) con X =370 | X+0,, Y = >0, Y 0,
y Z = 22:1 Z0;



_ 3
9(VxY,Z) = g(v< & );z )
n=1

-3 X“Z%(V@L(ZY a,,),ag)
=1 v=1

=Y X*Z5% (> (0.(Y")0, +Y"V5,0,), O)
=1 v=1

= Y xnzs (aﬂ(w)g(ay, de) + Y 9(Va, 0, ag))
pv=1

= Y xnz (Eiu(Y”)g(ay, de) + Y g3 T, af))
pv,é=1 n=1

= > XZ(0u(Y)gue + Y Y Thgie)
pvé=1 n=1

= Z X“Zf (8M(Yy)gu£ + %(8ng§ — 35g,u/ + 81/95;1,))
=1

=Y (X“Zg(?“(Y”)g,,g + %XWVZ’5 (89ve — Oc G + a,,ggu))
w,E=1

Analogamente recordando que por la simetria de gse cumple que g, = g¢, obtenemos las dos
igualdades:

1% 1 12
g(VxY, Z) = (X“Zéc‘)u(Y v + 5 XMV 28 (Dugue — Deguur + &,g@))

1 .
g(Y,VxZ) = (XY 0u(2) 90 + XUV 28 (Duguc — e + Origun) )

Sumando estas dos igualdades, obtenemos

9(VxY, Z)+g(Y,VxZ) = Y (YVOu(Z%) + Z50,(Y") X gue + XYV 25090

wv,E=1
n

= Y X'0u(YYZ%)gue + XMV Z°0ugue

pv,E=1
n

S X0 Ze + V)
v, €=1
n

= Z X" 0y (YVZSQVE)

=1
n n

=Y xra,( D 9o, 240))

p=1 re=1
= Xg(Y, 2).
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Proposicién 2.5. Sea ¢ : (M,g) — (]\7, g) isometria, entonces ¢ manda la conerion de Levi-
Civita V de g en la conexion de Levi-Civita V de g en el siguiente sentido: ¢.(VxY) =
Ve.xpsY, donde ¢, es el pushforward de ¢ y X,Y € T'(T'M). Es decir, el siguiente diagrama
conmuta:

I(TM) x T(TM) 2225 T(TM) x T(TM)

Jv |v

N(TM) —% I(TM)

Demostracion. Sea F : T'(TM)xI'(TM) — I'(T'M) definida por F(X,Y) = (go*)_l(%Qp*ch*Y).
Veamos que esta funcién es una conexién, libre de torcién y compatible con la métrica. Por la
unicidad de la conexién de Levi-Civita F' = V, es decir VxY = go;l(%%xgo*Y), con lo que
habriamos completado la prueba.

Primero comprobemos que cumple con los axiomas de conexién.

1) C*°(M)- linealidad en la primer entrada. Sean f,g € C*°(M), X1, Xs € T'(TM).

F(le + gXo, Y) = (Pajl(%@*(fXJrng)(p*Y)
= ‘P*_lvfcp*Xl—&-gap*XzSO*Y
= o, (ngo*X1 0:Y + gV, x,04Y)

= [ (Vo x,0:Y) + 9907 (Vg x,0:Y)
= [F(X2,Y) +gF(Xy,Y)

2)R-linealidad en la segunda entrada. Sean a,b € Ry X,Y,,Y, € T'(T'M).

F(X,aY1 4 bYs) = 07 (Vo xpx(aY1 + bY3)
= 80;1(%¢*X(a80*yl + by Y2)
= ¢ (aVy, x 0 Y1 + bV, x 0. Y2)

= ap; (Vo x0: Y1) + b L (Vy, x 0. Y2)
= aF(X,Y1) + bF (X, Ys)

3) Regla del producto. Sean f € C*(M)y X,Y e I'(TM)

F(X,fY) = ¢ (Vo xe(fY))

so*‘l(Vga (( )7 )esY)

e o X ()T N @Y + ((07) )V x Y]
(X }+s01 (") )V x0:Y ]

P
X(f)Y+fso* (Vo.x9:Y)
X(f)Y + fF(X,Y)

Con esto comprobamos que F' es una conexiéon sobre el haz tangente de M.
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Libre de toricién) Sean X,Y € I'(T'M).

F(X,)Y)-FY,X) =, !
-1

0 X P Y) - 90;1(690*)(90*}/)
= ¢, (Vo xp«Y + vgo*XSD*Y)

= 0, ([« X, :Y]

= 0 (XY — 0. Y 0, X)

= XY -YX =[X,Y]

(V
(V
S
(

Compatible con la métrica) Sean X,Y, Z € I'(T'M).

g(F(X,Y),2) +g(Y,F(X,Z)) = g(¢: V. x0.Y, Z) + g(Y, 07 V. x 0. Z)
= " T (V. x0:Y, 02 2) + 0" G(02Y, Vi, x 02 Z)
= 0" (§(Ve.x Y, 0:2) + GV, V. x 04 Z))
= 0" (P XG(p.Y, 0. 2))

= " (X (") 19V, 2))
= Xg(Y7 Z)

O]

A la conexién F de la prueba anterior, dada por F(X,Y) = (¢.) (Ve x¢+Y) se le conoce
como conexion de pullback y esta definida cuando ¢ es un difeomorfismo local. De esta manera
podemos trasladar la conexiéon de una variedad M a un espacio euclidiano preservando sus
propiedades. Luego, podemos definir una geodésica como:

v,
dat!

donde v : (a,b) — M es una curva suave y = denota la conexién de pullback de la conexién
V bajo 7.

12



2.2. Curvatura

Para definir una nocién de curvatura nos gustaria tener una manera de comparar localmente
una variedad Riemanniana con el espacio euclidiano (R"(—,—)), deonde (—,—) es el pro-
ducto escalar usual de R". Esta métrica es conocida como la métrica plana. Claramente las
derivadas parciales 9, son un marco global ortonormal. Ya vimos que las parciales conmu-
tan, por lo que 9,0, — 9,0, = 0.y las derivadas parciales en R" satisfacen Leibniz, es decir
0, (Y, 2) = (0.Y,Z) + (Y,0u,Z). Luego la conexién de Levi-Civita en el espacio euclidiano
estd dado simplemente por las derivadas direccionales, es decir VxY = Zz,rzl X ”?au Yvo, =
D=1 XFOu(Y)0y = 377 X(Y”)0, . En otras palabras, los simbolos de Christoffel de v
son I')l, = 0 para cada p,v,n e {1,...,, }.

Para tener con que comparar, calculémos la conexién de Levi-Civita para la esfera S? dada por
22 +9? = R con R > 0. Tomando coordenadas esféricas polares

z(0,¢9) = Rcosfsengp
y(0,p) = Rsenfsenyp
2(0,p) = Rcosyp

donde 0 €,(0,27), ¢ € (0,7). Cambiando los dominios de 6 y ¢ cubrimos toda la esfera.
Tomando derivadas parciales, por la regla de la cadena obtenemos las siguientes ecuaciones
para este sistema de coordenadas locales:

dr = —Rsenfsenpdfd + R cosf cospdyp
dy = 4+ Rcosfsenpdd + R send cospdyp
dz = +Rsenpdy
Para calcular los coeficientes del tenso métrico g para la esfera inducida por R?, declaramos

la carta local (0, ) — (z(0¢), y(0,¢), 2(0,¢)) una isometria. Haciendo el cambio de variable
obtenemos:

dx ® dr = (—R senfsen@df + Rcosbcospdp) @ (—R senfsen e df + R cos b cos p dp)
= (R%sen”fsen® @) df @ d + (R cos? Ocos’p) dp @ dy
— 2(R?sen f cos § sen p cos ) df @ dyp

dy @ dy = (+Rcosfsenpdf+ Rsenf cospdp) ® (+Rcosbsenpdf + Rsen b cospdyp)
= (R%cos*psen? p)df @ d + (R?sen? 0 cos® ) dp @ dyp
+ 2(R?%sen  cos O sen p cos @) df @ dy

dz ® dz = (+Rsen pdyp) @ (+Rsen pdyp)
= (R?sen? p) dp @ dyp

Sumando dr ® dxr + dy ® dy los terminos cruzados se cancelan y obtenemos, al agrupar los
términos iguales, que

dz @ dz + dy ® dy = (R? sen” fsen? p + R? cos® O sen? ¢)df ® db
+ (R? cos® f cos? ¢ + R%sen? 0 cos® ) dp @ d
= R?sen® ¢ df @ df + R? cos® pdp @ dyp
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De manera que la métrica inducida en S? es
g=drdr+dy®dy+dz®@dz
= R?*sen? 9 df @ df + (R? cos® ¢ + R?sen” ) dp @ dy
= R%sen’ pdf @ df + R dp ® dy

Por lo que los coeficientes para la métrica de S? y sus inversos son:

Joo = R? sen2<,0 Jop = R?

1

R2
Y todos los demas son cero. Con lo que podemos calcular facilmente los simbolos de Christoffel
para la conexién de Levi-Civita. Para este caso tenemos que I')}, = Zi:l %g’\"(augz»\ — O\guv +
Ovgry) = %g”"(@ugun — OnGuw + Onugy,). Pero gep, go0 vy go, son constantes, por lo tanto
Ou9pp = Ougpos = Ouge, = 0 para = ¢ , 0. Y, como ggg es independiente de 0, dgggy = 0. En

00 _ 1 P =
R2 sen? ¢

conclucion la tinica parcial que no se anula es J,969 = —2R sen ¢ cos ¢.
TGy = %999(39999 — Opgoo + Ooges) = 3969(0) = 0.
Fggp = %990 (09900 — Dogoy, + Opgoo = 21__52;112@(2}?2 sen @ cos ) = S;Sli
F?w = %gw((‘)‘pgw — 99pp + Opgop = 0
Lo = %gw(agggw — 05900 + Opgn) = 2—]1%2(—2]%2 SEeN Y COS () = — Sen Y COoS ¢
F&:%fﬂ%wf-ww+%%m:0
I, = égw(awgw = O0pGpp + 0pgpyp) = 0
Los tnicos sfmobolos de Christoffel que no se anulan son sz = F?Dg = ggfli y 'y = —sencos .

Algo notable de estos simbolos de Christoffel es la no simetria respecto a la base ortnonormal
{09, 0,}, esta falta de simetria se refleja en lo siguiente. Sea V la conexién de Levi-Civita de S2,

Vo,0p = anﬁg + F&&P = —sen ¢ cos pd,
cos

V@(,a@ = szﬁg + ngﬂa“’ = Sen(p@g = cot 0y
COS
v%%zr%@+r@@zsmi%:an@%

Vo,0p =T0,0,+T%,0,=0
Lo que nos lleva a las siguientes igualdades
V,Va,00 = Vg, cot 0,
= Jy( cot ) Dy, + cot Vy,0,
= cot? pdy
En cambio

Vo,Va,09 = Vo, ( — sen g cos pd,big)

-0, ( sen @ cos gp) 0p — sen p cos Vg
=—( cos? ¢ — sen? ©)dy — sen  cos p cot pdy
= (sen2 @ — cos? p — cos? go) Oy

= (sen2 ¢ — 2cos? gp) Oy
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Claramente Vg,V5,00 # Vg, Vg,00. Se sigue que generalmente Vg, Vg, Z # Vg Vg, Z. Con-
siderando que una conexion es la generalizacién de segunda derivada direccional en variedades,
podemos ver que una condicién importante del espacio euclidiano es la conmutatividad de la
conexién de Levi-Civita en cartas locales, es decir %ﬂ Vo,Z = Vo, %HZ . Por lo que la cur-
vatura de una variedad Riemanniana se esconde detrds de la no conmutatividad de la conexién
Riemanniana.

Para expresar esta no conmutatividad de manera independiente a coordenadas locales, calcule-
mos VxVyZ —VyVxZ.

VxVyZ = Y VxY(Z9)0 = Y XY (Z%)0
£=1 ¢=1
Analogamente VyVyZ = 22:1 Y X (Z%)0¢. Tomando la diferencia, encontramos que:

VxVyZ -VyVxZ =Y (XY(Z°) - YX(29))0: = > [X,Y](2%)0 = Vixy)Z
=1 £=1

Por lo tanto la relacién VxVyZ — VyVxZ = ?[va}Z se mantiene para todo X,Y,Z € R".
Equivalentemente tenemos la siguiente igualdad:

vxﬁyZ - vvaZ - v[)gy]z — O

Por la naturalidad de la conexiéon de Levi-Civita, esta relaciéon se mantiene para cualquier
variedad Riemanniana que sea localmente isométrica al espacio euclidiano.

Proposicién 2.6. Sea (M, g) variedad Riemanniana con conerion Riemanniana V. Si M es
localmente isométrica al espacio euclidiano R"™ entonces VxVyZ —VyVxZ —Vixy)Z = 0
para cualesquier X, Y, Z, € T'(TM).

Demostracion. Se sigue de la naturalidad de V. O

Lo que motiva la siguientes definiciénes

Definicion 2.9. Sea M variedad diferenciable y V conexién sobre M. Decimos que V es plana
si satiface la ecuacién

VXVYZ - VYVXZ - V[X,y]Z — O

Definicion 2.10. Sea M variedad diferenciable y V conexion lineal sobre M. Definimos el
endomorfismo de curvatura

R: T(TM)xI(TM)xI'(TM) — T'(TM), (X,Y,Z)+— RxyZ
por la siguiente formula:

RX7YZ — VXVYZ - VYVXZ - V[X7y}Z

En caso de una variedad Riemanniana tenemos como conexién lineal canénica la conexién de
Levi-Civita.

Proposicién 2.7. Sea (M,g) una variedad Riemanniana. Su endomorfismo de curvatura R
satisface las siguientes propiedades:

1. R es antisimétrico en sus primeras dos entradas: VX,Y € I'(TM) RxyZ = —Ry xZ
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2. Es C*™°(M)-lineal en cada entrada.
3. Identidad de Bianchi: RxyZ + Ry zX + Rz xY = 0.
Demostracion. 1) directamente de la definicién
RxyZ =VxVyZ —-VyVxZ —Vxy|Z

=VxVyZ - VyVxZ —-V_yxZ
=VxVyZ -VyVxZ+ V[Y,X}Z
=—(VyVxZ-VxVyZ— Viy,x1Z
= —RyxZ

2) Al ser V R-lineal en ambas entradas R es automaticamente R-lineal y, al ser antisimétrica
en las dos primeras entradas, s6lo es necesario verificar que, para f € C®(M), RyxyZ =

fRxyZ = Rxy(fZ2).
RixyZ = VXVyZ—VyVXZ~VixyZ

= fVxVyZ-Vy (fVXZ> — Vixyl-v(Hx2

= fVXVZ -Y(f)VxZ - fVyVxZ - fVixy] +Y(f)VxZ
= fYUXVYZ— [VyVxZ — fVixy 2

= [RxyZ

Para la segunda igualdad, calculamos primero VxVy fZ.

VxVyfZ = VX<Y(f)Z+nyZ)
= VxY()Z+VxfVyZ
— XY(N)Z++Y())VxZ + X(f)VyZ + fVxVyZ

vy analogamente:
VyVxfZ = YX()Z+X()VyZ+Y(f)VxZ+ fVyVxZ
Restando ambas igualdades obtenemos

VxVyfZ -VyVxfZ = XY(f) - YX(f) + fVxVyZ — fVyVxZ
= [X,YI(/)Z+ fV.VyZ - fV,VxZ

Ahora podemos calcular facilmente

RxyfZ = VXVYfZ-VyVX[fZ - V[va]fZ
= [X\YI(N)Z+ fVxVyZ — fVyVXZ — [X,Y|(f)Z - fVixy1Z
= fVxVyZ - fVyVxZ — fVixy)Z
= fRxyZ

16



3) De la definicién de R y al ser la conexién libre de torcion.

RxyZ + RyzX + RzxY = VxVyZ—VyVxZ-VixyZ
- Vy VX -V ¥y X — Vi g X
+ VL VRY = VXYY = VigxY
= Vx(VyZ - VYY) + Vy(VzX - VxZ)
+V2(VxY = VyX) = Vixy1Z — VX — Vizx¥
— V[V, Z] + Vy[Z, X] + V[X,Y]
= Vixy1Z — V72X —Vizx)Y
= Vx[Y,Z] = V71X + Vy[Z, X] - Vzx)Y
+ Vz[ X, Y] - VixyZ
= X, Y. Z]|+[Y,[Z X]] + [Z[X, Y]] =0

Donde la ultima igualdad es la idendidad de Jacobi. O

Todo espacio vectorial V' con producto escalar (—, —) : V xV — R tiene un isomorfismo natural
entre V' y su espacio dual V* dado por v € V,v — (v, —), donde la funcién (v,—) : V — V
es multiplicar por la izuigerda (v,—)(w) = (v,w). Este concepto se extiende a variedades
Riemannianas y campos vectoriales sobre estas de la siguiente manera. Sea T'M el haz tangende
de M. Definimos el haz cotangente como T*M = [[(T,M)* el coproducto de los espacios duales
de T, M.

Definicién 2.11. Sea (M, ¢g) una variedad Riemanniana. definimos la aplicacién bemol
b TM — T*M, X — g(X, —)

donde ¢g(X,—)(Y) := g¢g(X,Y) es la aplicacion multiplicar por la izquierda con el campo
vectorial X.

El nombre bemol b viene de que, si (U, z) es carta local, {0,} es marco local entonces deno-
tamos por {dz*} el marco dual, es decir {dz}}es base de T,M* definida por dz*(9,) = du
la delta de Kronecker. Si X = 377 | X*9, entonces h(X) = Xt = 9> =1 XHOu, =) =
don=190u, =) = >0 1 guwX*dz”. Usualmente se suele denotar por X, = 7, g X",
con esta notacién obtenemos que X° = Yooy Xydz¥. Es decir bajamos el indice de los coefi-
cientes pasando de X* a X,,. b es un difeomorfismo con inversa § : T*M — T'M definido por

fw) = Wt = > m1whdy donde w = Y70 wyda? y wh = 370 g"w,, g" son las entradas

de la matriz inversa (g,,) "'

Definicién 2.12. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Definimos el tensor de curvatura como
X = R, es decir

% : T(TM)xT(TM)xT(TM)xT(TM) — C®(M) (X,Y, Z, W) — g(RxyZ, W)

Al ser g C°°(M)-bilineal y R C°°(M)-multilineal, Z es C°°(M)-multilineal. Las propiedades
bésicas del tensor de curvatura son las siguientes simetrias:
Lema 2.8. Sean X,Y,Z, W € I'(TM)

1. RX,Y,ZW) = —R(Y,X,Z,W)
2. #X,Y,Z,W) = —R(X,Y,W, Z)
3. RX,Y,Z,W) = ZW,Z,X,Y)
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4. La identidad algebrdica de Bianchi: Z(X,Y, Z, W)+ RZ(Y,Z, X, W)+ Z(Z, X, Y, W) = 0

Demostracion. 1) Directo de la antisimetria para el endomorfismo de curvatura Rxy = —Ry x

2) Primero noetmos que, como resultado de la compatibilidad de V con la métrica,
R(X,Y,Z,Z)=0.

XYg(2,2) = X(29(VvZ,2)) =29(VxVyZ,Z)+29(VyZ,VxZ)
YXg(2,Z2) = Y(29(VxZ,Z)) =29(VyVxZ,)+29(VxZ,VyZ)

Restando la segunda y tercer igualaldad ed la primera, el lado izquierdo resulta cero, en el lado
derecho 2¢(Vy Z,V xZ) se cancela con 29(VxZ,VyZ) y asi obtenemos:

0 = 29(VxVvZ,Z)-29(VyVxZ,Z) - 29(Vxy|Z, Z)
= 29(VxVyZ — VyVxZ - VixyZ Z)

= 29(RxyZ,7)

= 2%(X,Y,Z,7)

Ahora calculamos

0 = RX,Y,Z+W,Z+W)

R(X,Y, 2,2+ W)+ RX,Y,W,Z +W)
(
(

R(X,Y,2,2)+RX,Y,Z, W)+ RX,Y,W,Z) + Z(X,Y,W,W)
= RX,Y,Z,W)+RX,Y,W,Z)

4) La identidad algebriica de Bianchi es inmadiata de la identidad para el endomorfismo de
curvatura RxyZ + Ry zX + Rz xY = 0.

3) Esta es conde las otras tres simetrias: Primero escribimos la identidad algebraica de Bianchi
4 veces rotando de manera ciclica los campos.

RX,Y,Z W)+ R, Z, X, W)+ R(Z,X,Y,W) = 0
R, Z,W.X) + R(ZW,Y,X) + RW.Y,Z,X) = 0
AW, X,Y,2)+ R(X,Y,W,2Z)+RY,W,X,Z) = 0

Aplicando 2) a la primer columna obtenemos:
%
%
-
%

N

X,Y,W,2)+ Z(Y,Z, X, W)

+R(Z,X,Y,W

Y, Z, X, W)+ Z(Z,W,Y,X) +
+
+

(W,Y, Z, X
(X, Z,W)Y
Y, W,X,Z

—_~ =

Z,W,Y,X)+ ZW,X,Z,Y)
W,X,Z,Y)+ Z(X,Y,W, Z)

|
o o o o

)
)
)
)

YN §

Sumando estas cuatro igualdades, la primer oclumna se cancela con la segunda columna.
RIZX Y W)+ ZW,Y, Z, X))+ R X, ZW,Y)+ZY,W,X,Z) = 0
aplicando 1) y 2) a los dos primeros términos y despejando nos queda:
28X, Z,W)Y) = 22(Y,W,X,Z)

aplicando 1) al lado derecho de la igualdad, terminamos. O
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4-tensores (aplicaciones C*°-multilineales con 4 entradas) como el tensor de curvatura suelen
ser bastante complicados de manejar, para eso se suelen construir tensores mas simples que
resuman la informacién. Probablemente el més importante de estos es el tensor de Ricci:

Definicion 2.13.

Ric(X,Y) = tr(#Z(X,Y)) = Y Z(E,X,Y,E,)

donde { £, } es un marco ortonormal respecto a g.

Notemos que, por las simetrias del tensor de curvatura, el tensor de Ricci es simétrico, pues
Ric(X,Y) = Zzzl Z(E,,X,Y,E,) = Zzzl ZY,E,,E,,X) = ZZ:l‘%(El“Y? X, E,) =
Ric(Y, X).

Definicion 2.14. La curvatura escalar k : M — R se define como la traza sobre g del tensor
de Ricci:

Kk = trg(Ric) = Y Ric(Ep, E,)
pn=1

donde { E,, } es un marco ortonoromal.

Estas son los 3 conceptos principales de curvatura para una variedad Riemanniana: El tensor
de curvatura Z, el tensor de Ricci Ric y la curvatura esca;ar s.

Una métrica Riemanniana se dice que es una métrica de Einstein cuando el tensor de Ricci es un
multiplo de la métrica en cada punto. Es decir hay A € C*°(M) tal que Ric = Ag. Si tomamos
la traza sobre g de ambos lados, notando que

n n
trgg = » 9(Eu By) = > 1 =n = dim M
p=1 p=1

Encontramos que necesariamente \ = %m, por lo que podemos escribir la condicién de Einstein
como:

Definicién 2.15. (M, g) es una variedad de Einstein si y s6lamente se satisface la igualdad

K
Ric = —g
n
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