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Los espacios de Hardy fueron introducidos por el matematico Austro-Hungaro Frigyes Riesz
(Riesz 1923), quien le dié este nombre en honor al matemaético inglés Godfrey Harold Hardy,
debido a sus aportaciones en el campo (Hardy 1915).

Comenzaremos por dar algunos conceptos y resultados que nos serviran en el desarrollo de los
espacios de Hardy.

1. Sobre topologias débiles

Si en un espacio normado de dimension finita consideramos la topologia inducida por su
norma no siempre podemos obtener compacidad, por esta razén, se introducen las topologias
débiles, para ello damos primero la siguiente definicion.

Definicién 1.
Sea X un espacio vectorial sobre C tal que dim(X) = oco. Se define el dual de X como:

X*={z": X — Cl|z" es lineal y existe ¢ > 0 tal que |x*(z)| < ¢||z||, Yz € X}.

Dado z* € X* definimos .
|lz*||« = SupaceX\{O}M
]l
lo cual es una norma para X*.
Recordemos las siguientes definiciones

Definicién 2.

Dado un espacio normado X, se dice que X es un espacito de Banach si es completo con la
métrica inducida por su norma.

Dado un espacio con producto interior H, se dice que H es un espacto de Hilbert si es completo
con la métrica inducida por su producto interior.

Proposicion 1.
(X*, |I-|l+) es un espacio de Banach.

Ahora definimos la topologia débil en un espacio normado.

Definicién 3.
Sea X wun espacio normado. La topologia débil de X es la X*-topologia en X, denotada w y
definida por:

w=T1{(x*)"'(A) | ACC es abierto y z* € X*}).



La topologia débil es la topologia mas fina en X que hace continuas a las funciones de X*.

Una vecindad del cero en esta topologia es de la siguiente forma:
V(027,25 ..., 2, €) ={r € X | [zj(x)] <e,j=1,2,...,m},
para cuales quieram € Ny z7 € X* con j =1,2,...,m

La convergencia en esta topologia es la convergencia débil, la cual definimos a continuacion.

Definicién 4.
Sea H un espacio de Hilbert, una sucesion {u,}nen de H, se dice que converge débilmente a
u € H si para cada x € H, se cumple que

lim < up,z>=<u,x >.
n—oo

A continuacién enunciamos algunos resultados importantes para la convergencia débil.

Proposicion 2.
Sea {un}nen una sucesion acotada en H, tal que la sucesion (< u,,x >) converge en R, para
cada v € H. Entonces existe u € H tal que u, — u débilmente en H.

Proposiciéon 3.
Sea X un espacio vectorial normado, se cumple para {x,},en en X que , x, — 0 débilmente si
y solo si a*(x,) — 0 cuando n — oo, Va* € X*.

Demostracion.

—]

Sea x* € X* y e > (. Luego, existe N = N(z*,¢) € N tal que z,, € V(2*,¢), para todan > N,
esto es |z*(x,)| < e

[—

Sean z7,x5,...,x; € X*y e > 0 arbitrarios, por hipdtesis tenemos que existe N; € N tal

que |7}(7,)| < &, para toda n > Nj con j € {1,2,...,m}. Sea N = lglix Nj, luego z,, €
<j<m

V(zy, a5, ..., xh,€) O

) m?

Teorema 1.
Si X es un espacio normado separable, entonces toda sucesion acotada en X* contiene una
sucesion débilmente convergente.

El siguiente resultado muestra una de las desventajas al considerar la topologia débil.

Proposiciéon 4.
Sea X un espacio normado, se ccumple que si , entonces (X, 1,) no es metrizable.

Mas atn, se cumple que el espacio sera metrizable siy solo si dimX < oo, sin embargo mas
adelante veremos cuales son las razones por las que resulta muy util trabajar la topologia débil
y la topologia débilx, la cual introducimos a continuacion.

Definicién 5.

Sea X un espacio normado, definimos i : X — X**  donde X** = (X*)* tal que i(z) = i,,
donde i, : X* — C es tal que i (x*) := x*(x). La topologia débilx, denotada w* de X* es la
topologia inducida por la funcion i en X*



Con estas definiciones, notemos que dado un espacio normado X, podemos dotar a su
espacio dual X™* con tres topologias , la topologia inducida por su norma, la topologia débil
considerando a su doble dual X** y la topologia débilx, las cuales coinciden inicamente cuando
dimX < oo.

Una de las ventajas de la topologia w* es que al tener menos conjuntos cerrados podemos
alcanzar la compacidad.

Teorema 2. (Banach-Alaoglu)
La bola unitaria cerrada de X* es w* — compacta.

Ahora, daremos la nocién de la convergencia correspodiente a la topologia w*

Definicién 6.

Sea X un espacio normado y X* el dual de X, se dice que {u,}nen en X* converge débilmentex

au € X*, si limu,(x) =u(x), para todo x € X, es decir {uy,nen converge puntualmente a u
n—oo

en X.

Proposiciéon 5.
Si up, — u débilmentex entonces ||u|| < liminf]|wu,||
n—oo

En general la convergencia dada por la topologia inducida por su norma, también llamada
convergencia fuerte, implica la convergencia débil y débilx, pero el reciproco en general no se
cumple. Las convergencias débil y débilx se relacionan de la siguiente manera.

Teorema 3.
Si {up tnen es tal que u, — u débilmente, entonces u, — u débilmentex.

El reciproco del teorema anterior en general no se cumple, solo bajo ciertas condiciones del
espacio, las cuales revisaremos en la siguiente seccion.

2. Reflexividad

Definicién 7.
Sea X un espacio de Banach. X es reflexivo st X* = X, esto es, que existe p : X — X** tal
que p es una isometria, biyectiva y lineal.

El siguiente teorema nos provee de muchos ejemplos de espacios reflexivos.

Teorema 4.
Todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Demostracion. Sea H un espacio de Hilbert, definimos
j:H— H" tal que j(z) = f,

donde,
fo(z) =<z,2>p .

Dada f € H*, por el teorema de representacion de Riesz (Teorema 10) , existe zy € H tal que
f(r) =<uz,2p >= f. (v), Vo € H,

luego f = f., = j(2y), por lo tanto j es sobreyectiva. Ademds ||z¢|| = || f||z-, por lo que j es
una isometria y asi inyectiva.
Por otra parte, para o € C, se tiene que

af.(v) =a<z,z>=<x,0z >= fu.(x), Yo € H,
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con esto aj(z) = j(a)z.
Sean f,g € H*, definimos < f, g >.:=< 24, 25 >, es facil ver que lo anterior es un producto
interrior en H*.

Veamos ahora que la funcién i de la definicién 5 es sobreyectiva. Sea G € H**| ya que (H**, ||.||«)
es un espacio de Hilbert, por el teorema de representacion de Riesz (Teorema 10), existe una
unica f € H* tal que

G(h) =< h, f >.=< zy, 2, >= h(zy) = i.,(h),Vh € H",

luego i(zy) = G, por lo tanto ¢ es sobreyectiva.

Por otro lado, es facil ver que ||i,||+« = ||z||, para todo x € H, de aqui que i es una isometria y
esto implica que ¢ es un mapeo inyectivo.

Ahora, dado a € C, z,y € X se tiene que i(ax + y) = lng1y, luego, dado z* € X*,

fnaty (%) = " (a2 + ) = a2 () + 2° () = aiy(a®) + i, ("),

por lo tanto
oty = Qg + Ly,

esto es que 7 es lineal

De manera muy similar se puede probar el siguiente resultado

Teorema 5.
Todo espacio de Lebesque LP(X) es reflexivo para 1 < p < oo

La ventaja de tener reflexividad en un espacio es que mediante la topologia débilx, podemos
obtener compacidad utilizando el siguiente resultado.

Teorema 6.
Sea X un espacio de Banach, si X es reflexivo se cumple que, si {u,}nen €s tal que u, — u
débilmentex, entonces u, — u débilmente .

De aqui es facil deducir lo siguiente

Proposicién 6.
Sea X un espacio de Banach, si X es reflexivo se tiene que la bola unitaria cerrada en X*,
Bw* es débilmentex compacta.

Lo anterior es una importante herramienta que nos servird para resultados proximos.

3. Un poco de medida

Sea (X, 3, ) un espacio de medida, consideramos el siguiente conjunto:

LP(X)={f: X —>Ctal que/|f|pdu<oo}
b
y definimos en el una relaciéon R tal que
fRg< I NeXtal quen(N) =0y {x e X || f(z) #g(x)} CN

Se verifica que es de hecho una relacion de equivalencia y con ello tenemos la siguiente definicion.
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Definicién 8.
Dado (X, 3, u) un espacio de medida, para 0 < p < oo al espacio vectorial

LP(X) = LP(X)/R

lo llamamos espacio de Lebesque, cuya norma esta dada por:

1= ([ 1)
X
Proposicién 7.

p . )
(LP(X), ] - |lp) es un espacio de Banach.
A continuacién enunciaremos algunos teoremas importantes que utilizaremos mas adelante.

Teorema 7. (Teorema de la convergencia dominada)
Sean {f.} una sucesion de funciones medibles f, : X — R* tales que

a) Eziste f(x) = nh_g)lo fn(x) casi para todo x € X

b) Existe g : X — R* positiva, integrable tal que |f,| < g casi para todo n € N.
Entonces

lim h@z/ﬁu

Definicién 9.
Dadas p,0 € M(S) se dice que p es absolutamente continua con respecto a o cuando para todo
A € By se cumple que,

st 0(A) =0 entonces u(A) =0

Se denota por p <K o

Teorema 8. (teorema de Radon-Nikodym)

Dado un espacio medible (X,X), una medida o — finita, p : ¥ — R y una medida con signo
o — finita, v : X — R absolutamente continua con respecto a i, entonces existe una funcion
medible f sobre (X,X) que satisface:

v(A) = /fd,u, para todo A € X.
A

Ademds, si g es otra funcion medible en (X,Y) tal que

v(A) = /gdu, para todo A € ¥,
A

entonces f = g excepto, tal vez, en un conjunto de p-medida nula.

Sea Bg el conjunto de los borelianos en S, definimos

M(S) ={p:Bs — C | pes medida }



Proposiciéon 8.
M(S) es un espacio vectorial sobre C, donde

Il = sup{ _|u(A))] = (A =5y A; € Bs}
j=1 j=1

Proposicién 9.
M(S) con la norma anterior es un espacio de Banach.

Definicién 10.
Dadas p,v € M(S) se dice que pn L v si existen A,B € S con ANB =0y AUB =S tales que

Teorema 9. (De descomposicion de Lebesgue)
Sea p € M(S), existe f € L'(S) yv € M(S) conv L p tal que

du = fdo + dv.

Esto es que

,u:/fda—l—dy.
A

4. Teoremas de Represetacion de Riesz

El teorema de Represetacion de Riesz da una importante relaciéon entre un espacio y su dual.
En esta seccion enunciaremos las versiones de dicho teorema para distintos tipos de espacios.

Teorema 10. (para espacios de Hilbert)

Sea H un espacio de Hilbert y T : H — R una funcion lineal y continua, existe un unico w € H
tal que Tu =< w,u >, para todo w € H. Mas ain, la funcion i : H — L(H,R) dada por
tw = Tw es un isomorfismo lineal y una isometria.

De aqui en adelante dado 1 < p < oo denotaremos por p’ al exponente conjugado de p, esto

1
es que p’ sea tal que — + — =1
p D

Teorema 11. (para espacios LP)
Sea 1 < p < c0.Dado 7 € (LP(X))*, existe una tinica f € L' (X) tal que T = 74

donde
Tf(g) — /fg
Mads atin, ||7[ry- = [ f]];,

Cuando p = oo se tiene que (L'(X))* = L.

Teorema 12. (para funciones de variacion acotada)

Sea f € C([a,b])*. Entonces existe una funcién g € BV ([a, b)) tal que para todo x € C([a, b))

fa) = / #(t)dg(t)

y tal que || f]| =V,



Teorema 13. (para medidas complejas)
M(S) es isométricamente isomorfo a C(S), mediante el isomorfismo T dado por:

(1) = Ay,

= /S fdu.

donde

5. El ntucleo de Poisson

Sea f una funcién holomorfa en D donde D = {z € C : |z| < 1}. Usando la formula integral
de Cauchy tenemos que
1
2mi Jp w

1 2

FO) =5~ ;

parametrizando obtenemos que
f(e)ao (1)

Esta expresion nos dice que podemos obtener el valor de la funcién en el centro del disco
como un ”promedio”de los valores de la frontera.
Nos podemos preguntar si es posible hacer algo similar con cualquier punto del interior del
disco. La respuesta es afirmativa, veamos.
Dado a € int(D), consideremos la transformacién de Mdbius siguiente

Z—a

#al(2) = az—1

Notemos que dicha transformaciéon cumple

Pa(a(2)) = 2,

es decir que es su propia inversa y que
QOQ(O) =a
luego f(a) = f(a) = f o p.(0).

Por otro lado, ya que ¢ es holomorfa, f o ¢, también lo es asi aplicando lo obtenido en 1, si
a = re’? se tiene que
1 2w

~ o,

f(a) = f o va.(0) fowale m)dn

Ademss, dado que p4(z) € D siempre que z € D, € = ©,(e") y como ¢,(pa(2)) = z se
tiene que € = p,(e'?).

: d
Luego ze" dz =yl (e )26 por lo que e’”d—z = @ (e 19)6 %

Asi ) "
dy = ale?)e” 1y _ 2ale?)e” PalC ) jp.
o)



Ademas
aa—1  Jal*—1

Pu(2) = (@z — 1)2 - (@z —1)%’

por lo que
lal® =1 , o
gy @t =12 (1= all)e’ (1 = [la]]*)e®)e™
= e? —q ~(ae® —1)(a —ei?)  (ae? —1)(a — eif)e~i0
ae? — 1
_ 1 — || e 1—7?
~(ae® —1)(ae=® —1)  ||ae?® — 1|2 1—2pcos(d — ) + 2
Luego
1 2 f(eze)(]_ o 7”2) 1 2 »
= a 0 = — de - ¢ PT 9 - d(9
F@) = 1) = 5- [ e e = o [ e - )
1—r? , )
a P.(0—p5)= se le llama nicleo de Poisson.

1 —2pcos(f — ) + 12

Lo que hemos hecho es escribir a la funcion como un promedio ponderado de los valores de la
funcién en la frontera donde el peso es precisamente el niicleo de Poisson, por lo que tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 14. _
Sea f una funcion holomorfa en D, se cumple que

) 1 2 )
f(re®) = %/ f(eP.(0—p)dh, Y0 <r <1
0

Veamos que el resultado anterior es también vélido para funciones arménicas en el disco,
para esto recordemos primero el siguiente resultado.

Teorema 15. (Teorema de Green)

Sea C' una curva cerrada simple orientada positivamente y sea D la region delimitada por C.
St u y v tienen derivas parciales continuas en una region abierta que contenga a D se cumple
que

ov ou
/D(UAU — vAu)dA = Cu% — v

donde n es el vector normar exterior a D.

Sea u una funcién arménica en D y sea v(z,y) = In(z*+y*). Ya que esta funcién no esté definida
en el cero, para utilizar el resultado anterior, definimos una nueva regién, dado 0 < ¢ < 1
hacemos

Q=D\eD={zeD : < |z|},

por el teorema anterior tenemos que



Es facil verificar que la funcién v cumple que Av = 0 y dado de u es armonica se sigue que.

u@—v@—()

on on

Luego dado que 092 = St UeS?, se tiene que

Ahora como % =< Vou,n >=<2(z,y), (z,y) >=2y v =0, V(z,y) € 5!
ov ou mo
— —v— =2 ®ydp
uan Ve = /0 u(e”)

av 2 x, xz,
Ademsds en 5! se tiene que — =< Vo, n >=< ( y)) (z.9) >=
on g2 € €

2) 2 0 27 au<€€i9)
/Slu%—v% = E/o £ u(ee )d@—/o eln(e) o do
2 2 i0
. / w(ee®)db — =in(e) / ulee”) 1y
0 0 an

2w 27 2m 60
L ueydn = - / u(ee®)ydp — EE) / ulee”) 1
0

27 J, 27 J, 27 on

Asi, al hacer tender épsilon a cero obtenemos lo siguiente

luego

1 2m ] 1 2m )
— u(e®)dd = lim —/ u(e®)do
0 0

27 e—oo 27T

1 2 ) 2 i0
= lim — / u(ee®)d — tim S2E) / Oulee”)
0 0

e—o00 27T €—00 T on
27

1
S do —
2 ), u(0) 0

= u(0)

lo cual es analogo al resultado obtenido por la forma integral de Cauchy para funciones holo-
morfas, por lo que usando el mismo procedimiento que usamos anteriormente podemos obtener
el siguiente resultado, el cual da la solucion al problema de Dirichlet en el disco..

Teorema 16.
Sea f una funcion armonica en D, se cumple que

1

_ 19 .
=5/ f( )P0 — B)do, VO <r <1

f(re')

En los resultados anteriores, podemos observar que el protagonista es el nicleo de Poisson.
Vedmos algunas otras de sus propiedades:

1. AP.(0) = 0.



2. 0< P.(0), V0 € [0,27].

1 2

3. P.(p—0)di =1, Vo € [0, 2m7].

27 Jo

4. Para cada 0 > 0, se tiene que

/ P.(t)dt — 0 cuando r — 0.
[t|>d

6. Espacios de Hardy armodnicos

Comenzamos por definir los espacios de Hardy arménicos en el disco, denotados h?(D) = hP
con 1 <p<oo

Definicién 11. Sean 0 < p < oo y f: D — R una funcion armdnica.
Se dice que u € hP si

o<r<1

2m )
sup / lu(re)|P < oo,
0

Sip =00 decimos que u € h®si u(z) es acotada en .

Se define la norma en AP como:

1 21 0 % 1
o = sup—( / |u<re2>|pe> — sup 2wl
0 2m

0<r<12T 0<r<1

Ahora veamos como caracterizar las funcones en h?, comencemos haciéndolo para p = 1, para
ello damos la siguiente definicion.

Definicién 12.
Sea u(t) : [0,27] — R una funcion de variacion acotada, a v :D(0,r) — R definida por

1 2w

u(re) = P.(0 — t)du(t)

=5 i
se le llama Integral de Poisson-Stieltjes.
También requerimos del siguiente resultado.

Lema 1. (Teorema de seleccion de Helly)
Sea {11, (t) }nen una sucecion uniformemente acotada, esto es que p, € BV ([a,b]) y ||| < ¢,
Vn > 1, entonces existe una subsucecion {fin, }ken y 1 € BV ([a,b]) tal que

pn, (t) — p(casi dondequiera en [a,b])

21

i [ om0t = [ ooy, o € Cla.t)

k—o0 0

Ahora si, pasemos a probar el siguiente teorema que muestra como podemos caracterizar a
las funciones en h'

Teorema 17.

Las siquientes tres clases de funciones son equivalentes:
i) Integrales de Poisson Stieltjes

it) Diferencias de dos funciones armdnicas positivas
iii) hy
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Demostracion. i)—> ii)

Sea € BV([0,27]) v u(2) = u(re®) ! '

=— [ P.(0—t)du(t), luego existen
21 Jo
JIA [0,271'] — R,,UQ : [0,271'] —R
funciones mondétonas crecientes tales que

= pi1 — pig en [0, 27],

luego u(z) = uy(z) — ug(z), donde
1 2w

=— [ P(0—t)du;(t), j=1,2
57 PO Dan0). 5

uj(2) = u;(re”)

ademas como P,(6 —t) > 0, se tiene que wu;(z) > 0. Hemos escrito a u(z) como diferencia de
dos funciones positivas, ahora veamos que son armonicas, para esto veamos primero que

/27r
0

P9—1) = 1—r? B 1—r?
" 1472 —2rcos(f —t) 1472 —2rcos(f) cos(t) — 2rsen(f)sen(t)’

2

0
@PT(Q - t)duj(t)‘ < o0

Tenemos que

recordando que

r? =2+ %, 1 =rcos(t) y v = rsen(t)

obtenemos que

1 — % — 92
P.(0—t) = ;
1+ 22+ y? —2cos(0)x — 2sen(0)y
luego
In(P.(0 —t)) =In(1 — 2% —y*) — In(1 + 2> + y* — 2cos(0)x — 2sen(0)y);
Asi
0 0
%Pr( —t) =2 2(z — cos(0) _
P(0—t) 1—a2—y> 1+4a2+y%—2cos(f)z —2sen(f)y’
Finalmente 5
R0 1) = ha.)P.0 1),
donde 5 2 0)
—2x T — Cos

Mz, y) = 1—a22—y2  1+a2+y2—2cos(f)x — 2sen(f)y’

asi
0? 0 5}
T p—1) = Tpo—t+ = P -
= Wy PO~ 1)+ h(r )P0~ 1),

luego

TR0 =] < I ) IR0 )] + h )| B0 — )

8x2 T — 7y s am 7y T .
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Dado que h(zx,y), P.(0 —t), agh(x, y) son funciones continuas en [0, 27] se tiene que
T

o
/. - Pr(o — 1 ()] < o0
0
De manera similar se obtiene que
2
I r—Pr< — )du;(1)] < oc.
0

Utilizando el Teorema de la convergencia dominada (Teorema 7) se tiene que

1 2m
Auj(z) = —/ AP, (0 — t)du;(t)
2m Jo
y recordando que AP, (6 —t) = 0 se tiene que Au;(z) = 0, esto es u;(z) es armonica.
i) = i)

Tenemos que
u(z) = u1(z) —uz(2), vz € D con u;(z) >0

y Au;(z) = 0 en D, luego Vr € [0, 1) se tiene que
27 ) 27 ) ]
/ lu(re)|do = / luy (re) — uy(re')|do
0 0

27

< [ e+ fustre) o
O27r ) 271 )

= / \ul(rew)\d(9+/ |u2(r6w)\d9
0 0

2w 2
= / uy (re?®)dh + / ug(re’)dd
0 0
= 2m(u1(0) — u2(0))
por lo tanto u € h;.

i) = 1)
Sea u € h!, definimos

¢
wr(t) = / u(re)dd.
0
Claramente p,.(0) = 0.Sea P = {t; }r. = 1™ € P([a,b]), luego

i
L

nl tit1 , t ‘
St =t = 3| [ atreyas — [ atre)an
j:0 y O O
tir1 )
= Z/ u(re®)do
t

j=0 |t
1

<
I
—= O

3
|

A
f\g
E
=
=
D

IA
=
T



y yva que P fue arbitraria se tiene que
ellsy < llulln,, Vr € [0,1].

Por el teorema de Seleccién de Helly, existen 7,y en [0, 1] tal que r, — 17y
p € BV([0,27]) tal que p,,, — u (casi donde quiera en [0, 27]) y

/0 o), (D)t / "B ()dt, Y € C([0,27).

En particular como P,(6 —.) € C([0, 2n]) para r y 0 fijos. Si z = re?, entonces

1 2T 2

PoO — O)dpn(t) = —lim [ AP0 — )y, (£) = lim u(rz) = u(2).

27T 0 T n—00 0 n—o00
[

Nos podemos preguntar ahora, que pasa con las funciones de h' en la frontera de D, ; Siempre
existira el limite en la frontera? para dar respuesta a esta pregunta, damos primero la siguiente
definicion.

Definicién 13.
Sea |1 una funcion a
o 0+ t) — (0 —1t)
Dy(6) := lim 2t

cuando existe se le llama Derivada Simétrica .
El siguiente teorema, describe el comportamiento de las funciones de h' en la frontera de D

Teorema 18.
Seau € h'(D), por lo que existe u(t) € BV ([0, 27]) tal que u(z) = u(re?) = —/ (r,t)du(t)

luego se cumple que, si existe D,(0) entonces existe lim u(re) y es igual a D,(
r—1-

Demostracion.
Recordemos que una funcién arménica compuesta con una rotacion, contintda siendo armonica,
por lo que sin perder generalidad podemos suponer que 6 = 0.

1 2m
Sea A = D,,(0), recordando que 2—/ P(r,t)dt =1 se tiene que
TJo

— :_/ rtdlu :—/ Ttdu Adt]

Usando integracion por partes se obtiene que

/0 ﬁPr(f)[du(t) — Adt] = P(t)[p(t) —at] =7, — [ 2 Pr(t)[u(t) — Atldt.

Por una parte

P,(t)[p(t) — at] =7, = Po(m)[p(m) — p(—m) — 2a7] = (1_—T2) (u(m) = p(=m) = 2am),

por lo tanto
lim P (7)(u(m) — p(—m) — 2an) |\=7, = 0.

r—1-
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O —t)— (0 —t
1( ) — 1 )’ existe § > 0 tal que, si 0 < [t| < & entonces se

Sea ¢ > 0, como A = lim

t—0 2t
tiene que
e, 0
S POl = At =T+ [ SR @)ule) - At
.0t 6<|t\<7r8t
donde
Iy = — Atldt
; / or Jii
00
= - — At|dt —P.(t t) — Atldt
/at jat + [ P00 - An
00
= — Atldt —P.(t t) — Atldt
[ rwin - ana+ [ 2o -
e,
- / Gy PAn(t) = At — [ R 0lu(-) + Arde
0
= —t) —2A
/ . (1) — 244t
pues considerando el cambio de variable 7 = —¢ y renombrando variables que obtiene que
o 9
—A ——P AT] A
/ o Py ( tldt = /5 o (7)) [u(—7) + AT]d / g P.( ) + At]dt,
luego
p(t) — p(—t) / ° 9
Ts =2 —A 2 —P,
5 / 9 P.( 57 |dt < 2¢ o - (t)tdt

por lo tanto |I5| < 2ce, donde

/
=
0

aPr(t)lt‘ dt.

Para ¢ < |t| < 7 se tiene que cos(t) < cos(d), luego

0 0 Lo
‘aPr(t)' = ot (1+r2—2T608(t))‘
B ‘ —(1 —7r?)2rsen(t)
(14 72— 2rcos(t))?
(1 —72)2rsen(t)

(14172 —2rcos(t))?

) (1—7r%)2r
>~ (1 + r2 — 27“003(5))2

ademds como p € BV/([0,27]) existen p, 1o funciones mondtonas crecientes tales que p =
i1 + po por lo que.

/5 o=t = /5 0 /5 o A (0490 ) ~0) (] r0) - /5 A

Por lo tanto

, (1 —7r2)2r
1 t)—At]dt <
e 5<|t|<7r[u( )= Alldt < (14172 —2rcos(6))?

([m(—a) ()~ a0) = pal-ml(m —6) = [ awd

<|t|l<m
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con todo

1
) - A < = PO - at t__ﬂ|+—) [ ol - adaf
< LP@)utt) - af] 2 [+ 5 yL;|+ ! / 9 p () u(t) — Atldt
- 27T t_iﬂ- 27T 5<‘t|<ﬂ8t
< S P.(t)[u(t) — at] |! |+—|I|+i / 2P (t)[u(t) — At]dt
- 2w " H t_iﬂ' 0 2w 5<|t‘<7r8t ! H
luego
i sup u(r) — 4 < timsu (5 PO — et 17+ il | [ SR - adar)
r—1- r—1- 27 2m s<t|<m ot

1
< lim Sup— ‘P )p(t) — at] [Z7,] + 5 + —limsup
r—1- 27T r—1-

por lo tanto lim |u(r) — A| = 0, pero lim |u(r) — A| = | lim (u(r) — A)| = | lim u(r) — A| por
r—1- r—1- r—1-

r—1-

/5 ﬁpr(t)[ﬂ(t) - At}dt‘ _ ¢

<lt}<x O @

lo que

lim u(r) = A
r—1-
Enunciemos ahora unas desigualdades que nos seran ttiles méas adelante

Lema 2. (Desigualdad de Jensen)
Sea p una medida de probabilidad sobre un conjunto X, ¢ : R — R™ una funcidn conveza,se

cumple que
w(/fdu> S/swfdu-
X b's

Lema 3. (Desigualdad de Minkowsky

Sea f(x,y) medible
/Xf(:v,y)du( dv(y ) / (/\f:v y)Pdv(y ) dp(x)

(

Para 1 < p < oo, el resultado analogo al Teorema 17 en la equivalencia ya no incluye las
diferencias de funciones arménicas positivas, se da de la siguiente manera.

Teorema 19.
Para 1 < p < oo, si u € h? entonceseriste yu € LP(S') tal que

) 1 2m
u(re) = ), P.(0 —t)du(t)

Demostracion. =]

2w
Sean u € h? y r € [0, 27), definimos pu,(t) = / u(re®), claramente f,.(0) = 0.
0
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Veamos que p,.(t) € LP(S'). En efecto,

/ TP = / N

t
/ u(re’)dd
0
2

0

t
< lu(re®)[PdOdt
o Jo

27 27 )
/ / lu(re®)Pdodt
0 0
27
< [l
0

= 27THUHP

p

dt

IN

Asi, como LP(S") es reflexivo se tiene por la Proposicién 6 que B, ([0, 27]) es wk-secuencialmente-
compacta y por tanto, existe {7, }nen. tal que r, — 17 y p € LP(S') tal que p,, — p casi
dondequiera en [0, 27], esto es

27 2m
/ gdpr, () = / gdult).¥ g € I¥ (")
0 0

Ahora veamos que P,.(0 —-) € L (SY).
En efecto,

2T , 2T
/ |PT(6—t)|pdt:/
0 0

0

/ /

4 2 2 P
]__
dts/ L
0

T+re—g #=%
1 2w
P.(0 —t)du,(t) = lim —/ P.(0 — t)du,, (t)
0

2m Jo n—oco 27

1—r?
1412 —2cos(0 —t)

por lo tanto, si z = ¢’

1 27

Como .
pea(®) = [ ulre)ds
0

por el teorema fundamental del cdlculo se tiene que dp,, = u(r,e),
luego,

/0 7TPT(@ —t)dp,(t) = lim i/0 WPT(Q — tu(rpe™)dt = lim u(r,z) = u(2)

n—o0 A7 n—oo
L]

Para mostrar un resultado analogo al teorema 19 para 1 < p < oo nos auxiliamos del
resultado siguiente

Proposicién 10.
Para 1 < p < 0o se tiene que h? C h!
2
Demostracion. Sea u € h? basta probar que / lu(re)|df < oc.
0
2m de B

Dado que / or = 1y ¢(z) = 2P es una funcién convexa, se tiene por la desigualdad de
0o 2m

Jensen que

7 o o df\” R AV
[ gt = ([Toenis) < ([ utrenrge ) < o ulhe < o



Por lo tanto

2
/ lu(re?)|df < oo
0

Con esto, por el teorema 19 podemos enunciar el siguiente resultado.
Teorema 20. )
. 1 4
Sea u € hP(D), por lo que existe i € LP(SY) tal que u(z) = u(re?) = 2—/ P(r,t)du(t), luego
T Jo

se cumple que, si eziste D, (0) entonces existe lim u(re) y es igual a D, (0)
r—1-

7. Espacios de Hardy

En esta seccion darmemos los resultados analogos a los espacios de Hardy armoénicos en D
para los espacios de Hardy holomorfos en D, comencemos por la definicién.

Definicién 14.
Sean 0 < p < oo y f(z) una funcion holomorfa en D.

Se dice que [ € H? si
1 2

sup — re'?)|Po = P < o0
s o [ e = 111

Sip = oo decimos que f € H®si f(z) es acotada en D.

Definicién 15.
Se define la norma en HP como:

[ f | == sup || f;[],
0<r<1

Tenemos el siguiente teorema, analogo al Teorema 19

Teorema 21.
Para 1 < p < oo, f € HP siy solo si existe g € LP(S') tal que

1 2

f(re®) = ), P.(0 —t)g(t)dt.

Teorema 22.
St f € HP entonces

27
Mo )= [ Irtretpar
0
es una funcion creciente en 0 < r < 1.

Por el resultado anterior tenemos que
1l = il .,

El siguiente teorema es el resultado andlogo al Teorema 18 en espacios armoénicos, el cual fue
probado por Katznelson en 1976.
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Teorema 23.
Si f € HP, entonces el limite radial

f(e) =l f(r*’)

r—0

eziste para casi todo 0 € [0, 2m].

En este caso, no dependemos de la existencia de la derivada simétrica para la existencia
de los limites radiales, en estos espacios siempre existe, excepto posiblemente un conjunto de
medida cero.Debido a esto, podemos caracterizar a las funciones en H? de la siguiente forma.

Teorema 24.

f € HP siy solo si
2w

fre) = 5 [ Po = m)Fe)a

El siguiente teorema nos da una propiedad de los espacios holomorfos que no poseen los
espacios armonicos.

Teorema 25.
Si f € HP, los coeficientes de fourier negativos de f se anulan, esto es que

1 2 ) )
—/ f(e®)e™™dg =0, ¥Yn <0
TJo

Demostracion. Podemos expresar al niicleo de Poisson como

6
P.(6) = Re (_+) ,

re — z

w+w

5 es facil ver que

recordando que Re(w) =

o0

Pr(9> Z —ifn oM Z 'Lé’n—n

n=0

1 2 0
= "VYP.(0 — [3)dd
o= RGO
asi por lo anterior tenemos que

f(,rezﬂ) _ / f z@ ( —1(9 ,B)nzn+z i(0—8 )
— 2_ f 19 Ze G,Bnnd9+_/ f 10 ZGOB)n—n
m
n=0
_ 1 10\ ,—i(0—B)n n 10\ i(0—B)n =n
= %;/0 f(ee dbz +%nz;: i f(e Je ae z".

Recordando que toda funcién analitica admite un desarrollo en serie de potencias obtenemos
que

. Como f holomorfa en I luego

2T
f(e®)e'®=Pngg =0, ¥n e N
0
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8. Dimensiones superiores

Veamos cuales de los resultados analogos a los obtenidos para n = 2 son validos para n > 3.
De aqui en adelante

S={zeR" : |z =1}

B={zeR" : |z|]| <1}

Definicién 16.
Dado £ € S, el Nicleo de Poisson de x € B es la funcion Pe(x), dada por

1— f|f?
L+ [lzl? -2 <& >)3

Pe(x) =

Definicién 17.
La integral de Poisson una funcion f € C(S) es la funcion P[f] dada por

Hﬂmwiéﬂa&uwd@,

donde o es la medida en S

Definicién 18.
Para p € M(S), se define la integral de poisson de u, denotada por Plu] como

mmmzé&@M@>

Dada una funcién v € B para 0 < r < 1 definimos la funcién
up(z) == u(rx),

que son las dilataciones en la bola.

La integral de Poisson tiene las siguientes propiedades.

Teorema 26. a) Siu € M(S) yu= Plu] entonces ||u,||y < ||pll, para todo r € [0,1).
b) Sil<p<oo, felLl(S)yu= P[f], entonces ||u.||, < | fll,-
El siguiente corolario, es un resultado analogo al Teorema 22.

Corolario 1.
Siu es armonica en B y 0 <r <s <1 entonces ||u,||, < |lusl,

La integral de Poisson de funciones en L'(S1) cumplen lo siguiente.
Teorema 27.

Si f € L'(SY) entonces lim P[f](rz) = f(x), para todo x € S*

r—1—

En general las funciones en LP cumplen lo siguiente.

Teorema 28.
Sea 1 <p<oo.Si feLP(S)yu= P[f] entonces

llur — fll, = 0, cuando r — 1
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Sipe M(S)yu= Plul], se tiene que u, € L'(S), para toda r € [0,1).
;. Se cumplira lo andlogo al resultado anterior, es decir, que ||u, — p|[a(sy — 0, cuando r — 17.
La respuesta a esta pregunta es negativa, en realidad ocurre bajo ciertas condiciones, veamos.

Teorema 29.
U, — o — 0, cuando r — 1 si p <K o, donde o es la medida de S.

Si no queremos poner ninguna restriccion a las medidas Tomando la convergencia débilx se
obtiene el siguiente resultado.

Teorema 30.
a)Si € M(S) yu= Plu| entonces u, — p débilmentex en M(S) cuando r — 1, esto es

/urde%/wdﬂ,
S s
donde o es la medida en S.

b) Si f € L>®(S) y u= P[f] entonces u, — f débilmentex en L>(S) cuando r — lesto es

/gqua—>/gde,
S s

Mas atn, tenemos el siguiente resultado.

donde o es la medida en S.

Teorema 31. a) El mapeo  — Plu] es una isometria lineal de M(S) sobre h'(B)), esto es
[PTalllwe = Nlllaacs)-

b) Para 1 < p < oo f — P[f] es una isometria lineal de LP(S) sobre h'(B)), esto es
1Pl = 11 f]lzo-

Teorema 32.
Si € M(S), entonces Um Plu|(rx) = f(z), dénde f € L*(S), aparece en la descomposicion
r—1-

de Lebesgue (Teorema 9) de p respecto a o

9. Espacios de Hardy en el semiplano superior

Sabemos que podemos ver a R como R"~! xR, asi, dar un punto en 2 € R" como z = (z,y),
conz R 1yyeR

Definicién 19.
El semi espacio superior H = H™ es el conjunto

H" = {(z,y) e R" : y>0}
Pasamos a definir los espacios de Hardy en el semiplan o superior.

Definicién 20.
Sean 0 < p < 0o y f(z) una funcion holomorfa en H.
Se dice que f € HP(H) si

sup [ | f,(@)Pdz = | f|[r < oo
0<y JH

Sip = oo decimos que f € H*(H)si f(z) es acotada en H.
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Una diferencia entre los espacios de Hardy en el disco y los espacios de Hardy en el semiplano
superior es que las funciones constantes no se encuentran en H?(H) pero si en H?(D)

Definicién 21.
Sea f una funcion en H y 0 <y, definimos la funcion

fy = f(:c,y)

La funciéon que acabamos de definir jugara el mismo papel que las dilataciones en la bola.
Y andlogamente al resultado del Teorema 23 en el disco, para el semiplano superior tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 33. (Teorema de Fatou)
Sea 0 < p < oo. Si f€IP(R™Y), luego Pylf] tiene un limite no tangencial f(z) para casi todo
reR!

También, de manera andloga al Teorema 25 en el disco obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 34. 3
Si f € HY(H) entonces la transformada de fourier de f en el eje real negativo se anula.

Notemos que diferencia del disco, para H solo se cumple para p = 1, esto, ya que aqui no
se cumple que H?(H) c H'(H).
El teorema que probaremos a continuacion, sera de mucha utilidad para probar el resultado
final.

Teorema 35.
Sea h(z) una funcion no negativa en LP(R). Entonces existe f(z) € HP(H) tal que

|f(2)|=h(z) cd. en R

sty solo si

/wmmmﬁ>_w

1+1¢2

Demostracion. [<=

Note que log(h(t)) € L! (1122)

log(h(t)) L[ |h]P 1
00 < /Wdt < z;/mdt < Z;HhHL(R) <0

Dado que H es simplemente conexo, existe v(z) la arménica conjugada de u(z) en H, esto
es que (u +iv)(2) es holomorfa en H.
Ponemos f(z) = ¥+ ¢ Hol(H), luego usando la desigualdad de Jensen dado que e® es
una funcién convexa obetenemos que

()P = (2P — e(fR logh? (z—y) P (y)dy) < /hp(:c — y)Pi(y)dy.

R

[isipas < [ ([ w6~ ac) Py =l

Por lo tanto

21



Teorema 36. Si f € H'(H), entonces

1) = [ Rta =)W,
donde f(x) = tl_llr(%_ f(z, t),

Inversamente, si p es una medida compleja en R tal que

P, x € Hol(H),
entonces u < dA, de hecho du = fdA, donde f(x) = 11'IOI}r Pi(x —y)du(y)
t—

La teoria que hemos visto hasta ahora, nos sirve para probar el siguiente resultado de
aplicacion en probabilidad, que nos da la posibilidad de obtener funciones distintas pero con la
misma sucecion de momentos.

Teorema 37. Sea f € L'(R) tal que f(x) > 0, para todo * € R y/ 2" f(x)dxr < oo, para
R

todon € N. Si |
oo 1—|—x

entonces f(x)+ 11’1%(1 +cos(v(x, 1)) y flx)+ yr%(l + sen(v(z,t))) tienen la misma sucesion de
— —

momentos que f, donde v(x,y) es la drmonica conjugada de u(z,t) := (P, x log(f))(x)

* 1
/ —log fl@) o
oo 1422

se tiene que log(f) € L' (R, 11—32), entonces u(z,t) es efectivamente armoénica en H. Sabemos

que lim u(z,t) = log(f(z)) c.d en R. Se sigue que g(z) = e“*+%( es holomorfa en H, por lo
t—0

Demostracion. Ya que

tanto
9(2)] = ") = exp (/R Pz — y)log(f(y))dy> < /RPt(:E —y)f(y)dy)

donde hemos usado la desigualdad de Jensen. Para todo ¢ > 0 tenemos

[ ot < [ 1o (/Hm—MQ@-/f )y,

es decir g € H(H). Sabemos que existe §(x) = hm g(x,t) c.d. en R.

Tenemos que

lim |g(x t)‘ — lim eu(z) — limy o+ u(z) _ elogf( z) _ f(a:)
t—0+ t—0+

c.d. en R, ademas §(z) = f(z)e! ™o+ *@H  Como por el Teorema 34
ht) = / 175 (z)dz = 0
R

y ademés /x"|§(x)|dx = / 2" f(x)dr < oo, Vn > 0, luego, tenemos que h™(0) = 0, Vn > 0,
R R

luego como

R (0) = /R (€)™ §(x)de] g
_ / (i) G () de o

= i/x"@(m)dm,
R
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pues g(z) es integrable, luego / 2"g(x)dxr = 0y asi
R

Re (/Ra:”g(:v)d:c> —/]R 2" Re(§
Im ( / x”g}(x)dw) _ / " Im(G

/x cos( lim v(x,t))dx =0
R

t—0t

t—0t

/x sen hmvxt))d =0
R
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