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Resumen

El presente trabajo es una recompilación de definiciones, resultados y notas encaminadas
al entendimiento del problema de la palabra. Asi como la elaboración de la solución de dicho
problema en el grupo de trenzas.
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1. Preeliminares

Antes de adentrarnos en el problema de la palabra, es necesario conocer algunos concepto sobre
el grupo de trenzas. Esto puesto que se procederá a dar solución al problema de la palabra en dicho
grupo.

1.1. Trenzas geométricas

Comenzaremos con la definción más geoméstrica del grupo de trenzas.

Definición 1 Consideremos el espacio Euclideano de dimensión 3, y los planos tales que z = 0 y
z = 1.

Sean Pi y Qi los puntos con coordenadas (i, 0, 1) y (i, 0, 0) respectivamente, con i ∈ {1, 2, . . . , n}, n ∈
N.

Una trenza de n cuerdas es un sistema de n arcos a1, a2, . . . , an : [0, 1]→ R3 tales que ai conecta
al punto Pi con el punto Qπ(i), para alguna permutación π ∈ Sn; o equivalentemente, una función
n⋃
i=1

[0, 1]→ R3 . Además, debe de cumplirse lo siguiente:

Cada arco ai intersecta al plano z = t una y sólo una vez, para cualquier t ∈ [0, 1].

Los arcos a1, . . . , an intersectan el plano z = t en n puntos distintos para todo t ∈ [0, 1].

A los arcos de las trenzas se les conoce como cuerdas de la trenza, y la permutación π se conoce
como permutación de la trenza. Si esta permutación es trivial, entonces se dice que es una trenza
pura.

Definición 2 (Equivalencia de trenzas) Dos n-trenzas β0 y β1 con la misma permutación π
son equivalentes u homotópicas si existe una homotoṕıa a través de las trenzas βt, con permutación

π, de β0 a β1, con t ∈ [0, 1], es decir, existe una función H : [0, 1]×
n⋃
i=1

→ R3 tal que la restricción

{t} ×
n⋃
i=1

→ R3 es una trenza, para toda t ∈ [0, 1].

Denotaremos por Bn al cociente del conjunto de n-trenzas por la relación de equivalencia de
trenzas. Notemos que los elementos de Bn son clases de equivalencia; además, Bn representa al
conjunto de n-trenzas no equivalentes.
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Al conjunto de las clases de equivalencia de trenzas puras, se le denota por PBn.

Dadas dos n-trenzas, α y β, podemos operarlas al unir la parte inferior de α con la superior
de β y escalarlas, para obtener una una nueva trenza a la cual denotamos como αβ. Es fácil ver
que dicha operación esta bien definida en Bn. Equivalentemente, la composición asocia a cada arco
ai : [0, 1]→ R3 de la trenza α y a cada arco bi : [0, 1]→ R3 de la trenza β, un nuevo arco aibi tal
que

abi(t) =

{
ai(2t) si 0 ≤ t ≤ 1/2
bi(2t− 1) si 1/2 ≤ t ≤ 1

Dado que las trenzas son sistemas de arcos, la composición de éstas se puede ver como

αβ(t) =

{
α(2t) si 0 ≤ t ≤ 1/2
β(2t− 1) si 1/2 ≤ t ≤ 1

A esta operación se le llama composición.

Definición 3 Una trenza elemental σi es la n-trenza formada por el cruce de la i-ésima cuerda
sobre la (i + 1)-ésima cuerda. Dicho cruce es el único cruce de la n-trenza, las n − 2 cuerdas res-
tantes son ĺıneas paralelas. (Véase Figura 2)

El inverso de una trenza elemental, σ−1i , es la n-trenza formada por el cruce de la (i+ 1)-ésima
cuerda sobre la i-ésima cuerda. Dicho cruce es el único cruce de la n-trenza, las n − 2 cuerdas
restantes son ĺıneas paralelas. (véase Figura 3)

Figura 1: Trenza elemental σi.

Figura 2: Inverso de trenza elemental σ−1i .

Proposición 4 Toda n-trenza puede ser expresada como la composición de trenzas elementales.

Proposición 5 El conjunto Bn tiene estructura de grupo.
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1.2. Trenzas como grupo fundamental

Veamos ahora una segunda definción del grupo de trenzas. Para esto, definamos primero el
espacio de configuraciones.

Definición 6 Una variedad de dimensión n es un espacio topológico de Haussdorff con base nu-
merable tal que cada punto tiene una vecindad homeomorfa a un abierto de Rn.

Definición 7 Sea M una variedad conexa de dimensión mayor o igual a 2 y sea n un entero
positivo, definimos el conjunto

Fn(M) := {(x1, . . . , xn) ∈M × · · · ×M : xi 6= xj para todo i 6= j}.

A Fn(M) se le pude asociar la topoloǵıa inducida por el producto M × · · · ×M . Al espacio Fn(M)
se le conoce como espacio de configuraciones de un conjunto de n puntos ordenados en M .

Consideremos ahora la acción

µ : Sn ×Fn(M) −→ Fn(M)
(σ, (x1, . . . , xn)) 7→ (xσ(1), . . . , xσ(n)),

donde Sn denota al grupo simétrico de orden n sobre el conjunto {1, . . . , n}, esto es, el grupo
formado por las funciones biyectivas del conjunto a śı mismo.

Definición 8 El espacio cociente

Cn(M) := Fn(M)/Sn,

definido por la acción µ, es llamado espacio de configuraciones de n puntos no ordenados en M .

Ya que conocemos al espacio de configuraciones, veamos como es que se relaciona con el grupo
de trenzas mediantes estos dos resultados.

Proposición 9 Sea P0 = (1, 2, . . . , n) ∈ Fn(C), se tiene que

π1(Fn(C), P0) = PBn.

Proposición 10 Sea P0 = (1, 2, . . . , n) ∈ Fn(C), se tiene que

π1(Cn(C), [P0]) = Bn,

donde [P0] está dada por las permutaciones de las coordenadas de P0.

1.3. Presentación del grupo de trenzas

Todo grupo tiene una presentación, y el grupo de trenzas no es una excepción. Empecemos recor-
dando la definición de presentación y posteriormente, veamos la forma que tiene una presentación
del grupo de trenzas.

Definición 11 Sea G un grupo y R un subcojunto de éste, definimos el subgrupo normalmente
generado por R como

〈R〉C = {
∏
i∈I

g−1rεii g : g ∈ G, ri ∈ R, εi = ±1}.
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Definición 12 Una presentación de un grupo G es un par ordenado

G = 〈S|R〉,

donde S es un conjunto, R es un conjunto de palabras en S y G = F/N , donde F es el grupo libre de
base S y N es el subgrupo normal generado por R. Al conjunto X se le conoce como generadores
y al conjunto R como relaciones.

Teorema 13 (Teorema de Artin) Sea Bn el grupo de trenzas, tenemos que

Bn = 〈σ1, σ2, . . . , σn−1|σiσj = σjσi si |i− j| > 1, σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, si i = 1, . . . , n− 2〉

2. El problema de la palabra

El matemático alemán Max Dehn, inspirado en una pregunta topológica, postuló tres problemas.
Dichos problemas fueron el problema de la palabra, el problema de conjugación y el problema de
isomorfismos. En el presente trabajo nos enfocaremos únicamente en el problema de la palabra. En
éste caṕıtulo se darán nociones generales de dicho problema, basados en [15], [1], [5]

2.1. ¿Qué es el problema de la palabra?

Para comenzar a hablar del problema de la palabra, primero es necesario conocer la definición
de algoritmo. En esta ocasión, y para fines prácticos, definiremos un algoritmo como un proceso
dado por un número finito de instrucciones, en el cual se obtiene el resultado después de un número
finito de pasos, donde en cada uno de estos no existen dudas sobre el siguiente paso a realizar.

Es necesario recordar también que dado un grupo G con presentación 〈S|R〉, se dice que G tiene
presentación finita si |S|, |R| <∞.

Dicho ésto, procederemos a introducir el problema de la palabra.

El problema de la palabra Sea G un grupo dado por una presentación finita, ¿existe un
algoritmo que decida si una palabra dada en los generadores de G es, o no, equivalente a la palabra
vaćıa? (esto es, a la identidad en G).

Si existe un algortimo para el problema de la palabra en un grupo, se dice que es solubre para
este.

Existen diferentes maneras de proceder al momento de dar solución al problema de la palabra
para cierto grupo. Una de ellas es mediante la función de Dehn.

Definición 14 Sean G un grupo con presentación finita P = 〈S|R〉 y w una palabra en los gene-
radores de G, el área algebraica de w se define como

Areaa(w) := min{N |w =

N∏
i=1

x−1i rixi, xi ∈ FS , ri ∈ R±1}.

La función de Dehn de P , es la función δP : N→ N definida por

δP (n) := max{Areaa(w)|w = 1G, |w| ≤ n}.
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La relación entre esta función y el problema de la palabra esta dada por el siguiente resultado.

Proposición 15 Sea G un grupo con presentación finita. El problema de la palabra es soluble en
G si y solo si la función de Dehn de cada presentación finita es computable (recursiva).

Otra manera de atacar el problema de la palabra en un grupo es llevándolo a su forma normal,
para esto es necesario definir el conjunto de formas normales de un grupo.

Definición 16 Sea G un grupo con presentación 〈S|R〉. El conjunto de formas normales de G, con
dicha presentación, es el conjunto de palabras en S∪S−1 que incluye una y solo una representación
de cada elemento de G.

Notemos, entonces, que encontrar un algoritmo que lleve cualquier palabra en G a su forma
normal, es equivalente a resolver el problema de la palabra en dicho grupo, pues basta con verificar
si se trata de la forma normal de la identidad.

Es importante mencionar que basta con resolver el problema de la palabra para cierta presenta-
ción de un grupo G, pues existe una manera de llegar de una presentación a otra. El proceso para
hacer eso posible es mediante cuatro transformaciones, llamadas transformaciones de Tietze y
dadas de la siguiente manera.

Sea 〈g1, g2, . . . |r1, r2, . . .〉 una presentación de un grupo G. Tenemos las siguientes transforma-
cione de Tietze.

Si las palabras w1, w2, . . . pueden ser llevadas a la palabra vaćıa mediante una cantidad fi-
nita de operaciones elementales con r1, r2, . . ., entonces añadimos w1, w2, . . . al conjunto de
relaciones de la presentación de G

Si algunas de las relaciones ri1 , ri2 , . . . pueden ser llevadas a la palabra vaćıa mediante ope-
raciones elementales con algunas otras relaciones de la presentación, entonces eliminamos

i1 , ri2 , . . ..

Si u1, u2, . . . son palabras en g1, g2, . . ., se agregan los śımbolos h1, h2, . . . a los generadores y
las relaciones h1 = u1, h2 = u2, . . ..

Si algunas de las relaciones de la presentación es de la forma ge1 = v1, ge2 = v2, . . ., donde
ge1 , ge2 , . . . son generadores de G y v1, v2, . . . son palabras en las que no aparecen los gene-
radores ge1 , ge2 , . . .. Se eliminan ge1 , ge2 , . . . de los generadores y ge1 = v1, ge2 = v2, . . . de las
relaciones; además, se sustituyen ge1 , ge2 , . . . por v1, v2, . . . en el resto de las relaciones.

Aśı, basta con resolver el problema de la palabra para un presentación espećıfica de un grupo,
para afirmar que es soluble en éste.

2.2. Ejemplos

Ya que conocemos de qué trata el problema de la palabra, es necesario, para una mayor com-
prensión de éste, realizar algunos ejemplos que sirvan como preámbulo para nuestro objetivo inicial,
el cual, recordemos, es dar solución al problema de la palabra en el grupo de trenzas.
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Ejemplo 17 El problema de la palabra es soluble para el grupo G dado por la presentación

〈a, b, c|aba−1b−1, bcb−1c−1, aca−1c−1, c7〉.

Observemos que el conjunto de formas normales de G está dado por

N = {albmcn|l,m, n ∈ Z, 0 ≤ n < 7},

pues cualquier elemento de dicho conjunto está en G, por ser producto de sus generadores;
además, si tomamos una palabra w en los generadores de G, por las primeras tres relaciones,
tenemos que los generadores conmutan entre śı, de manera que podemos llevar a w a la forma

w = al1al2 · · · alpbm1bm2 · · · bmqcn1cn2 · · · ccr ,

donde l1, . . . , lp,m1, . . . ,mq, n1, . . . , nr ∈ Z y p, q, r ∈ N ∪ {0}. Ahora, sean l = l1 + · · · + lp,
m = m1 + · · ·+mq y n′ = n1 + · · ·+ nr, tenemos que

w = albmcn
′
;

como el orden de c es 7, por la cuarta relación, tenemos que cn
′

= cn, donde n = n′ mod 7.
Aśı,

w = albmcn ∈ N,

por lo que G = N . Es fácil ver que cada palabra en G puede ser expresada de forma única como
elementos de N , de manera de N es, efectivamente, el conjunto de las formas normales de G.

Como se mencionó con anterioridad, encontrar una manera de expresar una palabra en los
generadores de G en su forma normal es equivalente a resolver el problema de la palabra en dicho
grupo, pues basta con verificar si coincide con la forma normal de la palabra vaćıa, que en este caso
seŕıa 1G = a0b0c0. Por lo tanto, tenemos que el problema de la palabra es soluble en G.

El ejemplo anterior muestra de manera expĺıcita como dar solución al problema mediante el
conjunto de formas normales de un grupo; veamos ahora un ejemplo en el algoritmo se haga direc-
tamente con la presentación del grupo.

Ejemplo 18 El grupo libre en n generadores Fn, con n ∈ N ∪ {0}, tiene problema de la palabra
soluble.

Para ver esto, primero notemos que cono Fn es libre, tiene una presentación de la forma

Fn = 〈x1, x2, . . . , xn|∅〉.

Observemos también, que no tiene relaciones. Dicho ésto, sea w una palabra en los generadores
de Fn, se eliminan las subpalabras de la forma xix

−1
i y x−1i xi; como w es una palabra, tenemos que

tiene longitud finita, por lo que este proceso se repitirá un número finito de veces. Finalmente, se
verifica si la palabra resultante a este proceso es o no la palabra vaćıa.

Notemos que este algoritmo da, efectivamente, solución al problema de la palabra en Fn.
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3. El problema de la palabra para los grupos de trenzas

En este ultimo caṕıtulo nos concentraremos en tratar de dar solución al problema de la palabra
en el grupo de trenzas. Recordemos que en los primeros caṕıtulos definimos dicho grupo y mostramos
construcciones equivalentes; una de las cosas importantes vistas, es que el grupo de trenzas tiene
una presentación finita dada de la siguiente manera.

Bn = 〈σ1, σ2, . . . , σn−1|σiσj = σjσi si |i− j| > 1, σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, si i = 1, . . . , n− 2〉

Notemos que la presentación del grupo de trenzas es un tanto más complicada que la de los
ejemplos vistos anteriormente, por lo que dar solución al problema de la palabra en dicho grupo,
representará un mayor esfuerzo y uso de herramientas.

3.1. El problema de la palabra para los grupos de trenzas clásicos

Para dar solución al problema de la palabra en el grupo de trenzas, nos apoyaremos de gran
manera en el siguiente resultado.

Lema 19 Sea q : PBn → PBn−1 la proyección. Entonces, p es sobreyectiva y Ker(p) ∼= Fn−1,
donde Fn−1 es el grupo libremente generado por los elementos

x̂i = (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σ−1i (σi+1 · · ·σn−1), 1 ≤ i ≤ n− 1.

Recordemos que los elementos σi denotan trenzas elementales.
Más aún, la sucesión exacta corta

1→ Fn−1 → PBn → PBn−1 → 1

se escinde y entonces, PBn ∼= Fn−1oPBn−1. En particular, todo elemento de PBn se puede escribir
de manera única como el producto de xi’s y un elemento en PBn−1. Esto es, sea w ∈ PBn, entonces

w = x̂e1i1 · · · x̂
er
ir
w̃,

donde x̂j ∈ Fn−1, ej = ±1, j = 1, . . . , r, r ∈ N y w̃ ∈ PBn−1.

Dicho esto, procederemos atacar nuestro problema principal.

Proposición 20 El problema de la palabra es soluble para el grupo de trenzas.

Demostración. Sea β ∈ Bn procederemos a verificar si β es, o no, la identidad. Describiremos
dicho proceso mediante pasos.

Tenemos que β está dada como producto de sus generadores. Aśı,

β = σe1i1 σ
e2
i2
· · ·σemim ,

donde ij ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, ej ∈ {1,−1}, j = 1, 2, . . . ,m y m ∈ N.

Paso 1 Si la permutación de la trenza β es no trivial, entonces β no es la identidad. De lo
contrario, se procede a realizar los siguientes pasos.

Paso 2 Para cada k = 0, 1, . . . ,m definimos el ı́ndice jk como la posición de la n-ésima cuerda
después del movimiento σe1i1 σ

e2
i2
· · ·σekik . Ahora, definimos la palabra αi como
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αi = σiσi+1 · · ·σn−1,

para cada i = 1, . . . , n − 1. Notemos que, dado que la permutación de la trenza es trivial, en-
tonces j0 = jm = n y αj0 = αjm = 1Bn

.

Paso 3 Mediante insercciones, llevamos la trenza β a la siguiente forma

β = (α−1j0 σ
e1
i1
αj1)(α−1j1 σ

e2
i2
αj2) · · · (α−1jm−1

σimαjm).

Notemos que cada terna de elementos tiene alguna de las siguientes formas.

1 (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σi(σi+1 · · ·σn−1)

2 (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σ−1i (σi+1 · · ·σn−1)

3 (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σi−1(σi−1 · · ·σn−1)

4 (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σ−1i−1(σi−1 · · ·σn−1)

5 (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σ±1k (σi · · ·σn−1), k < i− 1

6 (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σ±1k (σi · · ·σn−1), k > i

Paso 4 Para las ternas de la forma 1.

Tenemos que

(σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σi(σi+1 · · ·σn−1) = (σi · · ·σn−1)−1(σiσi+1 · · ·σn−1)

= 1Bn .

Aśı, procedemos a eliminar todas las ternas de la forma 1.

Paso 5 Para las ternas de la forma 2, observemos que

(σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σi−1(σi−1 · · ·σn−1) = x̂i,

donde x̂i son las definidas en el Lema, de manera que x̂i ∈ Fn−1.

Entonces, intercambiamos las ternas de esta forma por x̂i.

Paso 6 Para las ternas de la forma 3, notemos que

(σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σi−1(σi−1 · · ·σn−1) = x̂−1i−1,

donde x̂−1i−1 ∈ Fn−1. Aśı, intercambiamos las ternas tipo 3 por x̂−1i−1.

Paso 7 Para las ternas de la forma 4, tenemos que

(σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σ−1i−1(σi−1 · · ·σn−1) = (σ−1n−1 · · ·σ

−1
i σ−1i−1)(σi−1 · · ·σn−1)

= (σi−1 · · ·σn−1)−1(σi−1 · · ·σn−1)
= 1Bn

Entonces, eliminamos las ternas de la forma 4.
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Paso 8 Para las ternas de la forma 5.

Recordemos, de las relaciones de la presentación del grupo que trenzas, que σrσs = σsσr si
|r − s| > 1, con r, s ∈ {1, . . . , n− 1}, lo cual implica que σrσ

−1
s = σ−1s σr. De ésto, para k < i− 1,

tenemos que |i− k| > 1, y aśı

(σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σ±1k (σi · · ·σn−1) = (σ−1n−1 · · ·σ

−1
i )σiσ

±1
k (σi+1 · · ·σn−1)

= (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )(σiσi+1)σ±1k (σi+2 · · ·σn−1)

...
= (σ−1n−1 · · ·σ

−1
i )(σi · · ·σn−1)σ±1k

= (σi · · ·σn−1)−1(σi · · ·σn−1)σ±1k
= σ±1k .

Entonces, sustituimos las ternas de a forma 5 por σ±1k .

Paso 9 Para las ternas de la forma 6. Para k > i.

De la relación σrσs = σsσr si |r − s| > 1, con r, s ∈ {1, . . . , n− 1}, tenemos que

σk(σi · · ·σn−1) = (σi · · ·σk−2)σk(σk−1σk · · ·σn−1)
= (σi · · ·σk−2)(σkσk−1σk)(σk+1 · · ·σn−1)

Ahora, de la relación σrσr+1σr = σr+1σrσr+1, para r ∈ {1, . . . , n− 1}, tenemos que

σk(σi · · ·σn−1) = (σi · · ·σk−2)(σk−1σkσk−1)(σk+1 · · ·σn−1)
= (σi · · ·σk)σk−1(σk+1 · · ·σn−1).

Luego, usando de nuevo la relación σrσs = σsσr si |r − s| > 1, tenemos que

σk(σi · · ·σn−1) = (σi · · ·σk)(σk+1 · · ·σn−1)σk−1
= (σi · · ·σn−1)σk−1.

De esto,

(σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σk(σi · · ·σn−1) = (σ−1n−1 · · ·σ

−1
i )(σi · · ·σn−1)σk−1

= (σi · · ·σn−1)−1(σi · · ·σn−1)σk−1
= σk−1.

Además,

(σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σ−1k (σi · · ·σn−1) = (σ−1n−1 · · ·σ

−1
i σ−1k )(σi · · ·σn−1)

= (σk(σi · · ·σn−1))−1(σi · · ·σn−1)
= ((σi · · ·σn−1)σk−1)−1(σi · · ·σn−1)
= σ−1k−1(σi · · ·σn−1)−1(σi · · ·σn−1)

= σ−1k−1.

Aśı,

(σ−1n−1 · · ·σ
−1
i )σ±1k (σi · · ·σn−1) = σ±1k−1.

Entonces, intercambiamos las ternas de la forma 6 por σ±1k−1.

Paso 10 Notemos que después de los pasos anteriores, reducimos β al producto de términos de
la forma x̂1, x̂2, . . . , ˆxn−1, σ1, σ2, . . . , σn−2 y sus inversos. Observemos que σn−1 aparece únicamente
como parte de algún x̂i

±1. Ahora, probaremos que para i = 1, . . . , n− 2 y j = 1, . . . , n− 1, se tiene
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que σ−1i xjσi puede escribirse como producto de x̂1, . . . , x̂n−1 y sus inversos.

Si i < j − 1, tenemos, por las relaciones, que

σ−1i x̂jσi = σ−1i (σ−1n−1 · · ·σ
−1
j+1)σj(σj · · ·σn−1)σi

= (σ−1i σi)(σ
−1
n−1 · · ·σ

−1
j+1)σj(σj · · ·σn−1)

= (σ−1n−1 · · ·σ
−1
j+1)σj(σj · · ·σn−1)

= x̂j

Si i = j − 1, esto es, j = i+ 1, entonces

σ−1i x̂jσi = σ−1i x̂i+1σi
= σ−1i (σ−1n−1 · · ·σ

−1
i+2)σi+1(σi+1 · · ·σn−1)

= σ−1i (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i+2)σ2

i+1(σi+2 · · ·σn−1)
= (σ−1n−1 · · ·σ

−1
i+2)σ−1i σ2

i+1σi(σi+2 · · ·σn−1)
= (σ−1n−1 · · ·σ

−1
i+2)σ−1i σi+1σi+1σi(σi+2 · · ·σn−1)

= (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i+2)(σ−1i σi+1σi)(σ

−1
i σi+1σi)(σi+2 · · ·σn−1)

= (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i+2)(σi+1σiσ

−1
i+1)(σi+1σiσ

−1
i+1)(σi+2 · · ·σn−1)

= (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i+2)σi+1σi(σ

−1
i+1σi+1σi)σ

−1
i+1(σi+2 · · ·σn−1)

= (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i+2)σi+1σiσiσ

−1
i+1(σi+2 · · ·σn−1)

= (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i+2)σi+1(σi+1 · · ·σn−1)(σ−1n−1 · · ·σ

−1
i+1)σiσiσ

−1
i+1(σi+2 · · ·σn−1)

= (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i+2)σi+1(σi+1 · · ·σn−1)(σ−1n−1 · · ·σ

−1
i+1)σiσi(σi+1 · · ·σn−1)

(σ−1n−1 · · ·σ
−1
i+1)σ−1i+1(σi+2 · · ·σn−1)

= (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i+2)σi+1(σi+1 · · ·σn−1)(σ−1n−1 · · ·σ

−1
i+1)σi(σi · · ·σn−1)

(σ−1n−1 · · ·σ
−1
i+1)σ−1i+1(σi+2 · · ·σn−1)

= xi+1xix
−1
i+1.

Si i = j, tenemos que

σ−1i x̂jσi = σ−1i x̂iσi
= σ−1i (σ−1n−1 · · ·σ

−
i+11)σi(σiσi+1σi+2 · · ·σn−1)σi

= σ−1i (σ−1n−1 · · ·σ
−
i+11)σ2

i σi+1(σi+2 · · ·σn−1)σi
= σ−1i (σ−1n−1 · · ·σ

−
i+11)σ2

i σi+1σi(σi+2 · · ·σn−1)
= σ−1i (σ−1n−1 · · ·σ

−1
i+2σ

−
i+11)σi+1σiσ

2
i+1(σi+2 · · ·σn−1)

= σ−1i (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i+2)(σ−i+11σi+1)σiσ

2
i+1(σi+2 · · ·σn−1)

= σ−1i (σ−1n−1 · · ·σ
−1
i+2)σiσ

2
i+1(σi+2 · · ·σn−1)

= σ−1i σi(σ
−1
n−1 · · ·σ

−1
i+2)σ2

i+1(σi+2 · · ·σn−1)
= (σ−1n−1 · · ·σ

−1
i+2)σ2

i+1(σi+2 · · ·σn−1)
= x̂i+1.

Si i > j, tenemos que σix̂j = x̂jσi, de ésto,

σ−1i x̂jσi = σ−1i σix̂j
= x̂j .

Aśı, hemos probado que las palabras de la forma σ−1i x̂jσi pueden ser escritas como palabras
con elementos x̂1, . . . , x̂n−1 y sus inversos, lo cual implica que las palabras de la forma σix̂jσ

−1
i

también pueden expresarse como palabras con dichos elementos, pues, si i < j−2 o i > j, entonces

σix̂jσ
−1
i = xj ,

si i = j − 1,
σix̂jσ

−1
i = σix̂i+1σ

−1
i = x̂i,
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y si i = j, entonces
σix̂jσ

−1
i = σix̂iσ

−1
i = x̂−1i x̂i+1x̂i.

Ahora, utilizando lo anterior, expresamos a β de manera que los elementos de la forma σ±1i se
encuentren a la derecha, obteniendo

β = w1w2,

donde w1 es producto de x1, . . . , xn−1 y sus inversos, y w2 es producto de σ1, . . . , σn−2 y sus
inversos.

Paso 11 Tenemos que β = w1w2, donde w1 es producto de x1, . . . , xn−1 y sus inversos, y w2

es producto de σ1, . . . , σn−2 y sus inversos. Ahora, del lema anterior, tenemos que esta manera de
expresar a β como producto de un elemento de Fn−1 y uno de PBn−1 es única.

Repetimos los pasos 2 a 11 con la palabra w2 de manera que podamos exapresarlo como el
producto de un elemento de Fn−2 y uno de PBn−2. Volvemos a realizar este proceso hasta obtener
a β expresada como el producto de elementons en un grupo libre.

Paso 12 Reducimos cada una de las palabras en el grupo libre al igual que en el ejemplo ?. Si
obtenemos la palabra vaćıa, entonces β = 1Bn , de lo contrario, β 6= 1Bn .

Este algoritmo demuestra que el problema de la palabra es soluble para el grupo de trenzas.

3.2. Ejemplo

Para ilustrar mejor el funcionamiento del algoritmo descrito anteriormente, consideremos el si-
guiente ejemplo.

Ejemplo 21 Consideremos la trenza γ ∈ B4 definida por la palabra

γ = σ−11 σ3σ1σ
−1
2 σ1σ2σ1σ

−1
2 σ−13 σ−11 .

Paso 1 Notemos que la trenza tiene la forma de la Figura 3.

Figura 3: Trenza γ.
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Observemos que la trenza tiene la permutación trivial, de manera que procedemos a realizar los
siguientes pasos.

Paso 2 Tenemos que, para esta trenza, los sub́ındices jk están dados de la siguiente manera.

j0 = 4, j1 = 4, j2 = 3, j3 = 3,
j4 = 2, j5 = 1, j6 = 1, j7 = 2,
j8 = 3, j9 = 4, j10 = 4.

Paso 3 Reescribimos a γ como

γ = (α−14 σ−11 α4)(α−14 σ3α3)(α−13 σ1α3)(α−13 σ−12 α2)(α−12 σ1α1)
(α−11 σ2α1)(α−11 σ1α2)(α−12 σ−12 α3)(α−13 σ−13 α4)(α−14 σ−11 α4)

Paso 4 Eliminamos las palabras de la forma 1, de manera que

γ = (α−14 σ−11 α4)(α−14 σ3α3)(α−13 σ1α3)(α−13 σ−12 α2)(α−12 σ1α1)
(α−11 σ2α1)(α−11 σ1α2)(α−12 σ−12 α3)(α−13 σ−13 α4)(α−14 σ−11 α4)

= (α−14 σ−11 α4)(α−14 σ3α3)(α−13 σ1α3)(α−13 σ−12 α2)(α−12 σ1α1)
(α−11 σ2α1)(α−12 σ−12 α3)(α−13 σ−13 α4)(α−14 σ−11 α4)

Paso 5 Intercambiamos las palabras de la forma 2, por x̂1, de esto

γ = (α−14 σ−11 α4)(α−14 σ3α3)(α−13 σ1α3)(α−13 σ−12 α2)(α−12 σ1α1)
(α−11 σ2α1)(α−12 σ−12 α3)(α−13 σ−13 α4)(α−14 σ−11 α4)

= (α−14 σ−11 α4)(α−14 σ3α3)(α−13 σ1α3)(α−13 σ−12 α2)(α−12 σ1α1)
(α−11 σ2α1)x̂2x̂3(α−14 σ−11 α4)

Paso 6 Intercambiamos las palabras de la forma 3 por x̂−1i−1, aśı

γ = (α−14 σ−11 α4)(α−14 σ3α3)(α−13 σ1α3)(α−13 σ−12 α2)(α−12 σ1α1)

(α−11 σ2α1)x̂2x̂3(α−14 σ−11 α4)
= (α−14 σ−11 α4)x̂−13 (α−13 σ1α3)(α−13 σ−12 α2)x̂−11

(α−11 σ2α1)x̂2x̂3(α−14 σ−11 α4)

Paso 7 Eliminamos las palabras de la forma 4, de manera que obtenemos

γ = (α−14 σ−11 α4)x̂−13 (α−13 σ1α3)(α−13 σ−12 α2)x̂−11

(α−11 σ2α1)x̂2x̂3(α−14 σ−11 α4)
= (α−14 σ−11 α4)x̂−13 (α−13 σ1α3)x̂−11

(α−11 σ2α1)x̂2x̂3(α−14 σ−11 α4)

Paso 8 Intercambiamos las palabras de la forma 5 por σ±1k , de ésto,

γ = (α−14 σ−11 α4)x̂−13 (α−13 σ1α3)x̂−11

(α−11 σ2α1)x̂2x̂3(α−14 σ−11 α4)

= σ−11 x̂−13 σ1x̂
−1
1 (α−11 σ2α1)x̂2x̂3σ

−1
1

Paso 9 Intercambiamos las ternas de la forma 6 por σ±1k−1, aśı,

γ = σ−11 x̂−13 σ1x̂
−1
1 (α−11 σ2α1)x̂2x̂3σ

−1
1

= σ−11 x̂−13 σ1x̂
−1
1 σ1x̂2x̂3σ

−1
1
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Paso 10 Tenemos que γ = σ−11 x̂−13 σ1x̂
−1
1 σ1x̂2x̂3σ

−1
1 . Ahora, procederemos a reescribir a γ de

manera que los x̂i se encuentren a la izquierda y los σj esten a la derecha.

Sabemos que σ−11 x̂−13 σ1 = (σ−11 x̂3σ1)−1 = x̂−13 , de esto,

γ = σ−11 x̂−13 σ1x̂
−1
1 σ1x̂2x̂3σ

−1
1

= x̂−13 x̂−11 σ1x̂2x̂3σ
−1
1 .

Luego,

γ = x̂−13 x̂−11 σ1x̂2x̂3σ
−1
1

= x̂−13 x̂−11 σ1x̂2σ
−1
1 σ1x̂3σ

−1
1 .

Recordemos que σ1x̂2σ
−1
1 = x̂1, de ésto,

γ = x̂−13 x̂−11 σ1x̂2σ
−1
1 σ1x̂3σ

−1
1

= x̂−13 x̂−11 x̂1σ1x̂3σ
−1
1 .

Además, σ1x̂3σ
−1
1 = x̂3. Aśı,

γ = x̂−13 x̂−11 x̂1σ1x̂3σ
−1
1

= x̂−13 x̂−11 x̂1x̂3.

De manera que, al finalizar este paso, obtenemos γ = x̂−13 x̂−11 x̂1x̂3.

Paso 11 Procedemos a eliminar las palabras de la forma x̂ix̂
−1
i y x̂−1i x̂i. De manera que obte-

nemos lo siguiente.

γ = x̂−13 x̂−11 x̂1x̂3
= x̂−13 x̂3
= 1.

Al finalizar este paso obtenemos γ = 1.

Paso 12 Notemos que representamos a γ como la palabra vaćıa. Aśı, γ = 1B4 .
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