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Resumen

El presente trabajo es una recompilacién de definiciones, resultados y notas encaminadas
al entendimiento del problema de la palabra. Asi como la elaboracién de la solucién de dicho
problema en el grupo de trenzas.
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1. Preeliminares

Antes de adentrarnos en el problema de la palabra, es necesario conocer algunos concepto sobre
el grupo de trenzas. Esto puesto que se procederd a dar solucién al problema de la palabra en dicho

grupo.

1.1. Trenzas geométricas

Comenzaremos con la definciéon més geoméstrica del grupo de trenzas.

Definiciéon 1 Consideremos el espacio Euclideano de dimension 3, y los planos tales que z =0 y
z=1.

Sean P; y Q; los puntos con coordenadas (i,0,1) y (i,0,0) respectivamente, coni € {1,2,...,n},n €
IN.

Una trenza de n cuerdas es un sistema de n arcos aj, as, - .., a, : [0,1] — R? tales que a; conecta

al punto P; con el punto Qr;y, para alguna permutacion ™ € Sy; o equivalentemente, una funcion
n

U0,1] — R3 . Ademds, debe de cumplirse lo siguiente:
i=1

= Cada arco a; intersecta al plano z =t una y sélo una vez, para cualquier t € [0,1].

= Los arcos ay,...,a, intersectan el plano z =t en n puntos distintos para todo t € [0,1].

A los arcos de las trenzas se les conoce como cuerdas de la trenza, y la permutacién « se conoce
como permutacion de la trenza. Si esta permutacién es trivial, entonces se dice que es una trenza
pura.

Definicién 2 (Equivalencia de trenzas) Dos n-trenzas By y 1 con la misma permutacion
son equivalentes u homotopicas si existe una homotopia a través de las trenzas B¢, con permutacion

n
7, de By a B1, cont € [0,1], es decir, existe una funcion H : [0,1] x |J — R? tal que la restriccion
i=1

n
{t} x U — R3 es una trenza, para toda t € [0, 1].
i=1

Denotaremos por B,, al cociente del conjunto de n-trenzas por la relacién de equivalencia de

trenzas. Notemos que los elementos de B,, son clases de equivalencia; ademas, B, representa al
conjunto de n-trenzas no equivalentes.



Al conjunto de las clases de equivalencia de trenzas puras, se le denota por PB,,.

Dadas dos n-trenzas, a y B, podemos operarlas al unir la parte inferior de « con la superior
de [ y escalarlas, para obtener una una nueva trenza a la cual denotamos como «af. Es facil ver
que dicha operacion esta bien definida en B,,. Equivalentemente, la composicién asocia a cada arco
a; : [0,1] — R? de la trenza a y a cada arco b; : [0,1] — R? de la trenza 3, un nuevo arco a;b; tal
que

o) oas(2t) si0<t<1/2
abi(?) { bi(2t—1) sil/2<t<1

Dado que las trenzas son sistemas de arcos, la composiciéon de éstas se puede ver como

o(2t) si0<t<1/2
af(t) = { B(2t—1) sil/2<t<1

A esta operacion se le llama composicion.

Definiciéon 3 Una trenza elemental o; es la n-trenza formada por el cruce de la i-ésima cuerda
sobre la (i + 1)-ésima cuerda. Dicho cruce es el inico cruce de la n-trenza, las n — 2 cuerdas res-
tantes son lineas paralelas. (Véase Figura 2)

. -1 . L.

El inverso de una trenza elemental, o; *, es la n-trenza formada por el cruce de la (i+1)-ésima
cuerda sobre la i-ésima cuerda. Dicho cruce es el unico cruce de la n-trenza, las n — 2 cuerdas
restantes son lineas paralelas. (véase Figura 3)

i i+1

Figura 1: Trenza elemental o;.

Figura 2: Inverso de trenza elemental o; '.

Proposicion 4 Toda n-trenza puede ser expresada como la composicion de trenzas elementales.

Proposicion 5 El conjunto B, tiene estructura de grupo.



1.2. Trenzas como grupo fundamental

Veamos ahora una segunda defincién del grupo de trenzas. Para esto, definamos primero el
espacio de configuraciones.

Definiciéon 6 Una variedad de dimension n es un espacio topolégico de Haussdorff con base nu-
merable tal que cada punto tiene una vecindad homeomorfa a un abierto de R™.

Definicién 7 Sea M wuna variedad conexa de dimension mayor o igual a 2 y sea n un entero
positivo, definimos el conjunto

FoM) :={(z1,...,2p) € M X --- x M : 2; # x; para todo i # j}.

A Fp (M) se le pude asociar la topologia inducida por el producto M x --- x M. Al espacio Fp(M)
se le conoce como espacio de configuraciones de un conjunto de n puntos ordenados en M.

Consideremos ahora la accion

i Sy X Fu(M) — Fn (M)
(o, (x1,. ) = (To1)s s To(n))s
donde S,, denota al grupo simétrico de orden n sobre el conjunto {1,...,n}, esto es, el grupo

formado por las funciones biyectivas del conjunto a si mismo.
Definicién 8 FEl espacio cociente
Cn(M) = ]:n(M)/Sm
definido por la accion u, es llamado espacio de configuraciones de n puntos no ordenados en M.

Ya que conocemos al espacio de configuraciones, veamos como es que se relaciona con el grupo
de trenzas mediantes estos dos resultados.

Proposicién 9 Sea Py = (1,2,...,n) € F,(C), se tiene que
T (Fn(C), Po) = PB..

Proposicién 10 Sea Py = (1,2,...,n) € F,(C), se tiene que
m1(Cn(C), [Fo]) = Bn,

donde [Py estd dada por las permutaciones de las coordenadas de Py.

1.3. Presentaciéon del grupo de trenzas

Todo grupo tiene una presentacién, y el grupo de trenzas no es una excepciéon. Empecemos recor-
dando la definicién de presentacion y posteriormente, veamos la forma que tiene una presentacién
del grupo de trenzas.

Definicién 11 Sea G un grupo y R un subcojunto de éste, definimos el subgrupo normalmente
generado por R como
<R>< = {Hgilr?g ‘g€ Ga ri € R7 € = :I:l}
il



Definicién 12 Una presentacion de un grupo G es un par ordenado
G = (S|R),

donde S es un conjunto, R es un conjunto de palabras en S y G = F/N, donde F es el grupo libre de
base S y N es el subgrupo normal generado por R. Al conjunto X se le conoce como generadores
y al conjunto R como relaciones.

Teorema 13 (Teorema de Artin) Sea B, el grupo de trenzas, tenemos que

Bn = <O’1,O’2,...70n,1‘0i0j = 0404 St |Z —]| > 1»0i0—i+10i = 0i4+10i04+1, s§11 = 1,,n—2>

2. El problema de la palabra

El matematico aleman Max Dehn, inspirado en una pregunta topoldgica, postulé tres problemas.
Dichos problemas fueron el problema de la palabra, el problema de conjugacién y el problema de
isomorfismos. En el presente trabajo nos enfocaremos tnicamente en el problema de la palabra. En
éste capitulo se dardn nociones generales de dicho problema, basados en [15], [1], [5]

2.1. ;Qué es el problema de la palabra?

Para comenzar a hablar del problema de la palabra, primero es necesario conocer la definiciéon
de algoritmo. En esta ocasién, y para fines practicos, definiremos un algoritmo como un proceso
dado por un nimero finito de instrucciones, en el cual se obtiene el resultado después de un ntimero
finito de pasos, donde en cada uno de estos no existen dudas sobre el siguiente paso a realizar.

Es necesario recordar también que dado un grupo G con presentacién (S|R), se dice que G tiene
presentacion finita si |S|, |R| < oo.

Dicho ésto, procederemos a introducir el problema de la palabra.

El problema de la palabra Sea G un grupo dado por una presentacion finita, ;existe un
algoritmo que decida si una palabra dada en los generadores de G es, o no, equivalente a la palabra
vacia? (esto es, a la identidad en G).

Si existe un algortimo para el problema de la palabra en un grupo, se dice que es solubre para
este.

Existen diferentes maneras de proceder al momento de dar solucién al problema de la palabra
para cierto grupo. Una de ellas es mediante la funcién de Dehn.

Definicién 14 Sean G un grupo con presentacion finita P = (S|R) y w una palabra en los gene-
radores de G, el drea algebraica de w se define como

N
Area,(w) := min{N|w = Hx;lrixi7xi € Fg,r; € Rﬂ}.
i=1

La funcion de Dehn de P, es la funcion 0p : N — IN definida por

op(n) := max{Areaq,(w)|w = lg, |lw| < n}.



La relacion entre esta funcion y el problema de la palabra esta dada por el siguiente resultado.

Proposicion 15 Sea G un grupo con presentacion finita. El problema de la palabra es soluble en
G si y solo si la funcién de Dehn de cada presentacion finita es computable (recursiva).

Otra manera de atacar el problema de la palabra en un grupo es llevandolo a su forma normal,
para esto es necesario definir el conjunto de formas normales de un grupo.

Definicién 16 Sea G un grupo con presentacidn (S|R). El conjunto de formas normales de G, con
dicha presentacion, es el conjunto de palabras en SUS™! que incluye una y solo una representacion
de cada elemento de G.

Notemos, entonces, que encontrar un algoritmo que lleve cualquier palabra en G a su forma
normal, es equivalente a resolver el problema de la palabra en dicho grupo, pues basta con verificar
si se trata de la forma normal de la identidad.

Es importante mencionar que basta con resolver el problema de la palabra para cierta presenta-
cién de un grupo G, pues existe una manera de llegar de una presentacién a otra. El proceso para
hacer eso posible es mediante cuatro transformaciones, llamadas transformaciones de Tietze y
dadas de la siguiente manera.

Sea (g1, 92,...|r1,72,...) una presentacién de un grupo G. Tenemos las siguientes transforma-
cione de Tietze.

= Si las palabras wy,ws, ... pueden ser llevadas a la palabra vacia mediante una cantidad fi-
nita de operaciones elementales con 71,73, ..., entonces anadimos wi,ws, ... al conjunto de
relaciones de la presentaciéon de G

= Si algunas de las relaciones r;,,7;,,... pueden ser llevadas a la palabra vacia mediante ope-
raciones elementales con algunas otras relaciones de la presentacién, entonces eliminamos
i1 Tigy e oo

= Siuy,us,...son palabras en g1, go, ..., se agregan los simbolos h1, ho, ... a los generadores y

las relaciones hy = uy, ho = uo, .. ..

= Si algunas de las relaciones de la presentacién es de la forma g¢., = v1,ge, = v2,..., donde
Jer» Jes, - - - SO generadores de Gy vy, vs,... son palabras en las que no aparecen los gene-
radores ge,, gey, - - .- S€ eliminan ge,, ge,, - - . de los generadores y g, = v1, ge, = v2,... de las
relaciones; ademads, se sustituyen ge,, ge,,- .. POr v1,v2,... en el resto de las relaciones.

Asi, basta con resolver el problema de la palabra para un presentacién especifica de un grupo,
para afirmar que es soluble en éste.

2.2. Ejemplos

Ya que conocemos de qué trata el problema de la palabra, es necesario, para una mayor com-
prension de éste, realizar algunos ejemplos que sirvan como predmbulo para nuestro objetivo inicial,
el cual, recordemos, es dar solucién al problema de la palabra en el grupo de trenzas.



Ejemplo 17 El problema de la palabra es soluble para el grupo G dado por la presentacion
{a,b,claba™tb"  beb™ et aca™ et 7).
Observemos que el conjunto de formas normales de G estd dado por

N = {a'b"c"|l,m,n € Z,0 <n < T},

pues cualquier elemento de dicho conjunto estd en G, por ser producto de sus generadores;
ademds, si tomamos una palabra w en los generadores de G, por las primeras tres relaciones,
tenemos que los generadores conmutan entre si, de manera que podemos llevar a w a la forma

w=a"al?. . aglep™ipm2 P2 L

donde ly,...,lp,m1,...,mg,n1,...,np € Z y p,q, 7 € NU{0}. Ahora, sean | =1y +--- + 1,

m=mi+---+my yn’:n1+--~—|—nr, tenemos que
w = albmc"/;

como el orden de c es 7, por la cuarta relacion, tenemos que = c", donde n = n' mod 7.

Ast,
w = alb™c" € N,
por lo que G = N. Es facil ver que cada palabra en G puede ser expresada de forma unica como

elementos de N, de manera de N es, efectivamente, el conjunto de las formas normales de G.

Como se menciond con anterioridad, encontrar una manera de erpresar una palabra en los
generadores de G en su forma normal es equivalente a resolver el problema de la palabra en dicho
grupo, pues basta con verificar si coincide con la forma normal de la palabra vacia, que en este caso
seria 1g = a®b9c®. Por lo tanto, tenemos que el problema de la palabra es soluble en G.

El ejemplo anterior muestra de manera explicita como dar solucién al problema mediante el
conjunto de formas normales de un grupo; veamos ahora un ejemplo en el algoritmo se haga direc-
tamente con la presentacion del grupo.

Ejemplo 18 El grupo libre en n generadores F,,, con n € INU {0}, tiene problema de la palabra
soluble.

Para ver esto, primero notemos que cono F, es libre, tiene una presentacion de la forma

Fn = (x1,22,...,2,|0).

Observemos también, que no tiene relaciones. Dicho ésto, sea w una palabra en los generadores
de F,,, se eliminan las subpalabras de la forma xi:ci_l y xi_laci; como w es una palabra, tenemos que
tiene longitud finita, por lo que este proceso se repitird un numero finito de veces. Finalmente, se
verifica si la palabra resultante a este proceso es o no la palabra vacia.

Notemos que este algoritmo da, efectivamente, solucion al problema de la palabra en F,.



3. El problema de la palabra para los grupos de trenzas

En este ultimo capitulo nos concentraremos en tratar de dar solucién al problema de la palabra
en el grupo de trenzas. Recordemos que en los primeros capitulos definimos dicho grupo y mostramos
construcciones equivalentes; una de las cosas importantes vistas, es que el grupo de trenzas tiene
una presentacion finita dada de la siguiente manera.

B, = (01,02,...,0n_1|0i0; = 0j0; si |i — j| > 1,0,0i410; = 0;410:0i41, sii =1,...,n—2)

Notemos que la presentacion del grupo de trenzas es un tanto méas complicada que la de los
ejemplos vistos anteriormente, por lo que dar solucién al problema de la palabra en dicho grupo,
representara un mayor esfuerzo y uso de herramientas.

3.1. El problema de la palabra para los grupos de trenzas clasicos

Para dar solucion al problema de la palabra en el grupo de trenzas, nos apoyaremos de gran
manera en el siguiente resultado.

Lema 19 Sea q : PB, — PB,_1 la proyeccion. Entonces, p es sobreyectiva y Ker(p) = F,_1,
donde F,,_1 es el grupo libremente generado por los elementos

-1 —1y_—1
ne1770; )0

JSi:(O' (O'i+1'~'0'n_1),1§i§n—1.

Recordemos que los elementos o; denotan trenzas elementales.
Mads ain, la sucesion exacta corta

1= F, 1 —>PB,—>PB,-1—1

se escinde y entonces, PB, = F,_1xXPB,_1. En particular, todo elemento de PB,, se puede escribir
de manera unica como el producto de x;’s y un elemento en PB,,_1. Esto es, sea w € PB,,, entonces

_ se1 aer=
w = ;] iw,

donde T; € Fyy_1,e;j==%1,7=1,...,r,r€e Ny € PB,_;.
Dicho esto, procederemos atacar nuestro problema principal.
Proposicion 20 El problema de la palabra es soluble para el grupo de trenzas.

Demostracién. Sea 8 € B, procederemos a verificar si § es, o no, la identidad. Describiremos
dicho proceso mediante pasos.

Tenemos que § estd dada como producto de sus generadores. Asi,

_ e1_ex . _enm
B =o;lo;; o™,

tm

donde i; € {1,2,...,n—1},¢; € {1,-1},j=1,2,... mymeIN.

Paso 1 Si la permutacién de la trenza 8 es no trivial, entonces 8 no es la identidad. De lo
contrario, se procede a realizar los siguientes pasos.

Paso 2 Para cada k = 0,1,..., m definimos el indice ji como la posicién de la n-ésima cuerda

después del movimiento ;! 05> - - 0. Ahora, definimos la palabra a; como



Q; = 030541 On—1,

para cada i = 1,...,n — 1. Notemos que, dado que la permutaciéon de la trenza es trivial, en-
tonces jo = jm =ny o, = ;,, = 1p,.

Paso 3 Mediante insercciones, llevamos la trenza ( a la siguiente forma

—1 —1 —1
B =(aj, oiaj ) o2ay,) - (a;  0i,0,).

Notemos que cada terna de elementos tiene alguna de las siguientes formas.

1 (0,20, oi(oip1 - on1)

2 (07,207 o N(oigr - onet)

3 (ot 0 Noica(oimy - ono1)

4 (0207 o (i on1)

5 (0720 ooy o), k<i—1
6 (0,21 0, o (o onmr), k>

Paso 4 Para las ternas de la forma 1.

Tenemos que

-1

(ot 0, )oi(0ig1 - on1) = o Ope1) N 01041 On1)

g; -
1p,.

Asi, procedemos a eliminar todas las ternas de la forma 1.

Paso 5 Para las ternas de la forma 2, observemos que

((T,il e Ui_l)Ui—1(Ui—1 COpo1) = &y,

donde z; son las definidas en el Lema, de manera que z; € F,,_1.
Entonces, intercambiamos las ternas de esta forma por Z;.

Paso 6 Para las ternas de la forma 3, notemos que
-1 -1 A1
(0217005 )oim1(0im1 - ono1) = &,
donde 56;_11 € F,,_1. Asi, intercambiamos las ternas tipo 3 por i;_ll.

Paso 7 Para las ternas de la forma 4, tenemos que

oyt ) (0 o)

(0210 Do (o) = (0,2
(Gic1- 0n-1) (o1 on1)
1,

Entonces, eliminamos las ternas de la forma 4.



Paso 8 Para las ternas de la forma 5.

Recordemos, de las relaciones de la presentacion del grupo que trenzas, que 0,0, = 040, si
|r —s| > 1, conrse{l,...,n—1}, lo cual implica que 0,0 = 07 10,. De ésto, para k < i — 1,

tenemos que |i — k| > 1, y asi

(ot oy op (i onm) = (opty 07 oor (Oiga - On1)
= (0,21 07 Noi0i41)0; iz on1)
= (O-’r:il e 0-1_1)(0-1 e O-n_l)a-;:tl
= (o .gn_l)—l(gi...gn_l)o—]fl

Entonces, sustituimos las ternas de a forma 5 por ail.

Paso 9 Para las ternas de la forma 6. Para k > 1.

De la relacién 0,05 = 050, si [r —s| > 1, con r,s € {1,...,n — 1}, tenemos que
op(oi-on1) = (0 0k—2)0k(Ok—10k - On_1)
= (07 0k—2)(OkOk—10%)(Oky1 - On1)
Ahora, de la relacién 0,.0,410, = 04410,0,41, parar € {1,...,n — 1}, tenemos que
k(0 opn_1) =(0i 0k—2)(Ok—10%k0k—1)(Okt1 " On—1)

=(0; 0k)0k—1(Ckg1 - On-1).

Luego, usando de nuevo la relacién 0,05 = 050, si |r — s| > 1, tenemos que

k(0 -opn_1) =(0; - 0k) (kg1 On_1)0k-1
(Ui te 0n71)0k71~

De esto,

(0,210 Now(oi-on1) = (0,210, )05 Tn_1)ok1
= (0; - "Jnfl)il(gi S Op—1)0k—1
= 0k_1

Ademas,
—1 —1\ —1/ -1
(01 0; )Uk (07 0n-1) —(Un—l oy Uk )(cr, 'Un—1)
( k( *On— 1)) 1( 04 On— 1)
:((Ui' *On— 1)0k 1) ( "Jnfl)
=0, (0 on_1) Hoj on_1)
21
=0,
Asi,
(07711"'01‘ )%ﬂ(gi“‘anfl) —Ukﬂl

Entonces, intercambiamos las ternas de la forma 6 por U,ill.

Paso 10 Notemos que después de los pasos anteriores, reducimos S al producto de términos de

la forma 2, %s,...,2y_1,01,09,...,0,_2 y sus inversos. Observemos que o,,_1 aparece inicamente
, A 1 . . .
como parte de algin ey Ahora, probaremos que parai=1,...,n—2y j=1,...,n—1, se tiene

10



que Ji_lxjai puede escribirse como producto de Z1,...,Z,_1 y sus inversos.
Si i < j — 1, tenemos, por las relaciones, que

Ui_lijgi = Ui_l(agtil Iy+1)JJ(UJ 1 Op-1)0

1
o; 0i)(o, = Ug+1)aj(‘7j “Op-1)
07—1""7j+1)‘7j(01 “On-1)

—1a _
g, Tjo; =

o
=0, 1(0231 e 075)0i1 (01 o)
o, (0,2 U;rz)az'2+1(0z‘+2 C Op—1)

= (0721 fﬁz)f 02410i(Tit2 - On-1)

= (0,21 7,+2)U Uz+10’z+101(01+2 ©On-1)

= (0,21 z+2)(0 '0i1103) (07 10i1103) (0iga - on1)

= (U;il ’ z+2)(al+101 ¢+1)(0i+10i0i_+11)(0i+2 S Op_1)

= (U;il' z+2)02+101( f+10i+10i) ;rl(0¢+2"'0n71)

= (U;il' z+2)0z+lazaz z+1(0'z+2 S Op—1)

= (0,1 1+2)Uz+1(01+1 “on—1)( ;El"'U;_ll)UiUiU;_ll(UiH"'Unfl)
= (0,21 z+2)al+1(01+1 cop_1)(oty 0700 (001 o)

(U;il"' H—ll) 7:+1(Ui+2"'0n71) ) .
= (‘{;—1 T U;rz)qi-s-l(ai—&-l o),y U¢_+1)Uz‘(0i C e Op—1)
n—1 0@1)”&1(0i+2“'0n71)
= in+1$i]}i_+1.
Si i = j, tenemos que

1

o, Zjo; =0, T;04
=0, (o} 071 1)0i(0i0i 110142+ 0p1)0;
=0, (0,1 0,1 1)070i11(0ig2 - On1)0;
=0, o, )) - 05311)070i410i(0iga - T 1)
=0, (0,2 Ui_4-120i_-i-11)0'i+10i0i2+1(0i+2'"Un—l)
=0; (‘71;11" ;rlz)( ;110#1)‘71' i2+1(0-i+2"'0-n71)
=0; (Jr:il" z+2)01 z+1(01+2 - Op—1)
=0; Ui(U;il 2+2) z+1(Uz+2 - Op—1)
:(quzil' 0;&-2)‘71‘2+1(Uz+2 “On—1)
-3,

T
t

Si i > j, tenemos que 0;2; = T;03, de ésto,

—1s - LA
o, Zjo; =0, 0;%
=Tj.

Asi, hemos probado que las palabras de la forma o, 1@-@- pueden ser escritas como palabras
con elementos &1,...,%,—1 y sus inversos, lo cual implica que las palabras de la forma 0;%;0
también pueden expresarse como palabras con dichos elementos, pues, sii < j—2 o0 7 > j, entonces

N -1 _
0;X;0, = Ty,
sii=j—1,
A =1 ~ -1 _ A
0,20, = 0;Ti+10; = Ty,
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y si ¢ = j, entonces
N P R
0;Tj0,; = 0;X0; = XT; Tj41T;.
Ahora, utilizando lo anterior, expresamos a /3 de manera que los elementos de la forma Uiﬂ se
encuentren a la derecha, obteniendo

B = wiwa,

donde w; es producto de z1,...,x,_1 y sus inversos, y wg es producto de o1,...,0,_2 y sus
inversos.

Paso 11 Tenemos que 8 = wyws, donde w; es producto de z1,...,T,_1 y sus inversos, y ws
es producto de o1,...,0,_2 y sus inversos. Ahora, del lema anterior, tenemos que esta manera de
expresar a 3 como producto de un elemento de Fj, 1 y uno de PB,_; es unica.

Repetimos los pasos 2 a 11 con la palabra ws de manera que podamos exapresarlo como el
producto de un elemento de F;,_5 y uno de PB,,_5. Volvemos a realizar este proceso hasta obtener
a 3 expresada como el producto de elementons en un grupo libre.

Paso 12 Reducimos cada una de las palabras en el grupo libre al igual que en el ejemplo ?. Si
obtenemos la palabra vacia, entonces 5 = 1p, , de lo contrario, 8 # 1p,,.

n?

Este algoritmo demuestra que el problema de la palabra es soluble para el grupo de trenzas. m

3.2. Ejemplo

Para ilustrar mejor el funcionamiento del algoritmo descrito anteriormente, consideremos el si-
guiente ejemplo.

Ejemplo 21 Consideremos la trenza v € By definida por la palabra

_ -1 -1 -1_-1_-1
Y =0, 030104 01020105 O3 Oy .

Paso 1 Notemos que la trenza tiene la forma de la Figura 3.

Figura 3: Trenza 7.
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Observemos que la trenza tiene la permutacion trivial, de manera que procedemos a realizar los
stguientes pasos.

Paso 2 Tenemos que, para esta trenza, los subindices ji estan dados de la siguiente manera.

Jo=4, n=4, j2=3, Jj3=3,
Ja=2, js=1, je=1, jr=2,
Jjg =3, Jjo=4, jio=4

Paso 3 Reescribimos a v como

v = (og oy taw) (g tosas) (a5 oras) (a5 oy tas) (ag toran)
1 1 1 1 1 1 1 1
(a7 o201 (ay or1a2)(ay 0y az)(az o5 as)(ay oy aa)

Paso 4 Eliminamos las palabras de la forma 1, de manera que

v = (a3 oy tau)(ag tosas)(ag  oras)(ag oy fas) (ag toran)
(a7 tosan)(ag toras)(as toy tag) (o tog tau) (ag toy tau)
= (ag oy tau) (e osas)(ag toras) (g oy tas) (ag toran)
(a7 toan)(ag toy tas) (ag toy tau) (g toy )

Paso 5 Intercambiamos las palabras de la forma 2, por &1, de esto

v = (og oy tas)(ag tosas) (g toras) (a5 oy tag) (ag toran)
(ar'o2a1)(ay oy tas)(az o ) (ag o T ay)
= (ag toy tau)(ag tozag)(ag gras)(ag oy tas) (o toran)
(ay o201)@ads(ay oy o)

Paso 6 Intercambiamos las palabras de la forma 3 por :%i__ll, ast

v = (ag'or taw)(ag losas) (az toras)(ag oy tas) (ag toran)
(aflagal)i‘gig(azlafla@
= (aj o7 an)dz (a5 oras) (a5 oy
(aflagal)i:gzﬁg(allaflaz;)

1 1

Qo)®y

Paso 7 Eliminamos las palabras de la forma 4, de manera que obtenemos

v = (ag'oy tan)dy (ag toras)(ag toy an)dy !

Q)
(af102a1)£2f3(a210’;1a4)
= (ay oy o)y (ag oras)iy
(a7 togan)ads(ay toy tay)
Paso 8 Intercambiamos las palabras de la forma 5 por 02:1, de ésto,
v = (og 0y aa)iy (0 or05)iy !
(al_lagoq)i‘gi‘g(oglal_laz;)

11 _ =T =T PP |
=0y &3 012y (ay o20n)Rads0o;
Paso 9 Intercambiamos las ternas de la forma 6 por U,f_ll, ast,

a1 a—1( —1 NS

v =0 &3 0127 (0] o201)Tod30]
SO B b
= 0] &3 012] 0122830,
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Paso 10 Tenemos que v = oy '35 0187 'o1@2@307 . Ahora, procederemos a reescribir a v de
manera que los £; se encuentren a la izquierda y los o; esten a la derecha.
Sabemos que oy ‘i3 oy = (o) Yazor) Tt = 231, de esto,
N N N W |
Y =01 I3 01T 01T2X3071
1T & o —1
=Ty Ty 0123071 .
Luego,
P |
Y =Tz Ty 01230
PR S R R |
=T3 Ty 011207 01X307
~ -1 ~ ,
Recordemos que 01&20] = &1, de ésto,
a—la—1 & =1 _ . 1
Y =Ty Ty 013207 01X307
= d3 iy iy ondsor t
Ademds, O'li’go'l_l = Z3. Asi,
P P |
Y =Ty Ty T101T30,
O I s e—
=23 & Z123.
De manera que, al finalizar este paso, obtenemos v = zfcglﬁflilsﬁg,
PO N

Paso 11 Procedemos a eliminar las palabras de la forma 2;2; " y &7 '4;. De manera que obte-
nemos lo siguiente.
fela—1nr ~
vo=&5 2] 213
= &5 'd3

=1

Al finalizar este paso obtenemos v = 1.

Paso 12 Notemos que representamos a vy como la palabra vacia. Asi, v = 1p,.
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