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Introducciéon

El objetivo del presente trabajo es mostrar los conceptos, las ideas y el lenguaje necesario para
poder entender el significado del Teorema de Gauss-Bonnet y en qué radica su importancia. El
Terorema de Gauss-Bonnet es una proposicién importante e sobre superficies, donde se relaciona
una cualidad geométrica (la curvatura) con una cualidad topdlogica (la caracteristica de Euler-
Poincaré).

Algunas herramientas tedricas necesarias, de geometria, son todo lo referente a curvas y superficies
regulares, la aplicacién de Gauss, la primera y segunda formas fundamentales y curvatura. A lo largo
de este escrito se van a dar definiciones y proposiciones importantes, asi como ejemplos para que
los conceptos vayan quedando claros, para acercarnos a entender este bonito teorema de geometria.

1. Curvas y superficies

Con la finalidad de que este escrito sea ficil de leer para cualquier persona que esté interesado
en el tema, en esta seccién se van a dar de manera breve y general las definiciones importantes y
necesarias para las secciones posteriores.

1.1. Curvas

1.1.1 Definicién. Una curva diferenciable parametrizada es una aplicacion diferenciable
a: I — R3 de un intervalo diferenciable I = (a,b) de la linea real R a R3.

\%

La palabra diferenciable en esta definiciéon se refiere a que o manda a cada ¢ € I a un punto
a(t) = (z(t),y(t), z(t)) € R? de tal manera que las funciones z(t),y(t) y 2(t) son diferenciables. La



variable t es llamada el pardmetro de la curva a. Vamos a denotar por 2/(t) a la primera derivada de
& con respecto al pardmetro ¢, y de igual forma para y y z, el vector (z/(t),y(t), 2'(t)) = &/(t) € R3
es llamado vector tangente o vector velocidad de la curva « en t. La imagen a(I) € R? es llamada
traza de o.

Ahora, sea o : I — R3 una curva diferenciable parametrizada. Para cada t € I con o/ (t) # 0, existe
una linea recta bien definida, que contiene al punto «(t) y al vector o/ (t), ésta linea es llamada linea
tangente a « en t.

1.1.2 Definicién. Una curva diferenciable parametrizada o : I — R? es regular si o/(t) # 0 para
todot e I.

Dado t € I, la longitud de arco de una curva diferenciable parametrizada regular o : I — R?
de un punto t, esta dado por:

s(t) :tft|o/(t)]dt

donde

o/ (1)) = /(@' ()2 + (' ()2 + (£ (1))?

es la longitud del vector o/(t). Ya que o/(t) # 0, la longitud de arco s es una funcién diferenciable
de t y ds/dt =]/ (t)].

1.1.3 Definicién. Sea a : I — R? una curva parametrizada diferenciable, diremos que dicha
curva esta parametrizada por la longitud del arco si |o/(¢)| = 1.

Si tenemos una curva « parametrizada por longitud de arco s, ya que el vector tangente o(t) es
unitario la norma de la segunda derivada |o/(¢)| mide la tasa de cambio del dngulo que hacen las
tangentes vecinas con el tagente en s. De esto tenemos la siguiente definicidn.

1.1.4 Definicién. Sea a : I — R3 una curva parametrizada por longitud de arco s € I. El ntiimero
| (s)| = k(s) es llamado la curvatura de « en s.

Es fécil notar que si tenemos que « es la curva que describe una linea recta a(s) = us+ v donde
u 'y v son vectores constantes, tiene curvatura nula, es decir k(s) =|a(s)] =0
1.2. Superficies regulares

Una superficie regular en R? es el resultado de tomar partes del plano y deformarlo de manera
que no queden picos, huecos, auto-intersecciones o dobleces, es decir queda una superficie suavecita
como una especie de sabanita.



1.2.1 Definicién. Un subconjunto ¥ C R? es una superficie regular si para cada p € ¥ existe una
vecindad V en R3 y una aplicacién z : U — V N 'Y de un conjunto abierto U C R® a VN c R?
tal que:

1. z es diferenciable. Esto significa que si se puede escribir

z(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) € U,

donde las funciones x(u,v), y(u,v), z(u,v) tienen derivadas continuas de todos los érdenes en

U.

2. x es un homemorfimso. Ya que es = es continua, por la condicién 1, esto significa que tiene
una inversa ! : VNY — U que es continua, esto es, 27! es la restriccién de una aplicacién
continua F : W C R? — R? definida en un conjunto abierto que contiene a V N'%

3. Para cada g € U, el diferencial dz, : R?> — R3 es uno a uno. (Condicién de regularidad).

La aplicacién z se llama una parametrizacién o un sistema de coordenadas (locales) en (una
vecindad de) p. La vecindad V N'Y de p en ¥ se llama vecindad coordenada.

1.2.2 Proposicién. Si f : U — R es una funcion diferenciable en un conjunto abierto U C R?,
entonces, la grdfica de f es el subconjunto de R® dado por (x,y, f(x,y)) para (x,y) € U es una
superficie reqular.

1.2.3 Definicion. Dada una aplicacién diferenciable F' : U C R® — R™ definida en un abierto
U C R", se dice que p es un punto critico de F' si el diferencial dF), : R® — R no es sobre. La
imagen F'(p) de un punto critico es llamado valor critico de F. Un punto de R™ que no es critico
es llamado valor regular de F.

1.2.4 Proposicién. Si f : U C R? — R es una funcion diferenciable y a € f(U) es un valor
regular de f, entonces f~1(a) es una superficie reqular en R.

1.2.5 Definicién. Sea f : V C ¥ — R una funcién definida en un subconjunto abierto V' de
una superficie regular . Se dice que f es diferenciables en p € V si para alguna parametrizacién
r:UCR— %, conpcz(U)CV,lacomposicién de fox: U — R es diferenciable en 27! (p).
f es diferenciable en V si y solo si es diferenciable en todos los puntos de V.

1.2.6 Definicién. Una superficie parametrizada x : U C R?> — R? es una aplicacién diferenciable
de un abierto z : U C R? a R3. El conjunto x(U) C R? es llamado traza de x. Decimos que =

Or Ox
es regular si el diferencial dz, : R? — R? es inyectiva para todo ¢ € U (es decir 94’ o son
u Ov

linealmente independientes para todo ¢ € U).
Un punto p € U donde dz4 no es inyectiva es llamado punto singular de x.



1.3. Orientacién de superficies

Dada una superficie X, se dird que es orientable si admite un campo de vectores normales N
definido sobre la superficie. En este caso el campo de vectores N es llamado una orientacion de .

1.3.1 Definicién. Una superifcie regular ¥ es orientable si es posible cubrirla con una familia
de vecindades coordenadas de forma que si un punto p € X tiene dos vecindades en esta familia,
entonces el cambio de coordenadas tiene jacobiano postivo en p. En este caso la familia de vecindades
es llamada una orientacion de ¥ y X se dice orientable. En caso de que no sea posible, la superficie
se dice no-orientable.

1.3.2 Proposicién. Una superficie reqular ¥ C R3 es orientable si y solo si existe un campo
diferenciable de vectores normales unitarios N : ¥ — R3 en .

1.3.3 Proposiciéon. Si una superficie reqular es dada por:
2= {(2,y,2) €R*: f(a,y,2) = a}
donde f: U C R3 — R es diferenciable y a es un valor reqular de f, entonces ¥ es orientable.

Demostracién. Dado un punto p = (z,y,z),p € ¥, vamos a considerar la parametrizacién de la
curva:

((t),y(t), 2(t)), t € L en X
pasando por p, cuando t = ty. Ya que la curva estd en la superficie X, tenemos:

f(z(t),y(t),2(t)) = a, para todo t € T



derivando respecto a t de ambos lados, tenemos:
d
fz% ‘|’fyd%§ +fz% =0
ent =t

fo(p) %) + fy(p)%ho + f2(p) %], =0

(fo(p) + fy(0) + f:(0)) - (%5, 5. %) =0

Esto nos dice que el vector tangente a la curva en t = ty es perpendicular al vector (fz, fy, f>) en p,
y como la curva y el punto eran cualesquiera, podemos concluir que:

( ffl‘ + fy + fZ )

VIS T+ 1 B2 1+ 5 R
Es un campo de vectores normales nitarios en X, y por la proposicién anterior esto implica que X
es una superficie orientable.

N(z,y,z) =

2. La Aplicacion de Gauss
2.0.1 Definicién. Sea ¥ C R? una superficie con una orientacién N. La aplicacion:
N:¥—R3
Toma valores en la esfera unitaria
S ={(z,y,2) eR3: 2?2 + 92 + 22 =1}

La apliacién N : ¥ — S? se llama aplicacién de Gauss para 2.

N
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Si fijamos un punto p € R™ y un vector v € R™. Considerando v como un vector en p, entonces v
define un modo de derivar funciones en p, la “derivada direccional en el punto p respecto del vector
v”, y es un vector tangente a p.

Un espacio tangente es el conjunto asociado a cada punto, en este caso, a cada punto de una
superficie ¥, generado por todos los vectores tangentes a dicho punto. Es un espacio vectorial de la
misma dimensién que la dimension local de una vecindad de dicho punto. Se representa:

T(%)

2.0.2 Definicidon. Se llama plano tangente a una superficie > en un punto p € X, al plano generado
por las tangentes a un curva z : U C R? — R3 trazada sobre la superficie y que pasa por el punto
p 'y se representa por T),(X). Es decir:

Oxr Ox
Tp(X) = spanm{%, %} CR3

Consideremos una parametrizacién x : U C R? — R? de una superficie ¥ de R?, para cada
punto p = z(u,v) de 3, consideremos tambien el plano tangente T,(X), sobre el cual tenemos
estructura euclidea, denotemos por I,(u,v) el producto escalar sobre T),(X). De la parametrizacién

Oxr Oz
x, obtenemos la base {a—, a—} del espacio tangente.
u’ Qv

2.0.3 Proposicién. El diferencial AN, : T),(X) — T,(X) de la aplicacion de Gauss es una aplica-
cton lineal autoadjunta. El diferencial de la aplicacion de Gauss es llamado el operador de forma
y en la literatura suele representarse con la letra S.

Demostracién. Ya que el diferencial de N en p, dN), es lineal, es suficiente probar que :



(dNp(w1), w2) = (w1, dNp(ws))
para una base {wy, wa} de Tp(X).

Sea z(u,v) una parametrizaciéon de ¥ en p y {x,,z,} las bases asociadas de T),(X).
Si a(t) = x(u(t),v(t)) es una curva parametrizada en ¥ con a(0) = p, entonces tenemos:

AN (0)) = AN (g2t (0) + 2,0/(0)
d
= SN ((t), v(t))]e=0
= N,u'(0) + N’ (0)

En particular dNp(z,) = Ny y dNp(x,) = Ny, por lo tanto esto prueba que:
<Nuyxv> = <$ua Nv>
es decir, el diferencial de aplicacién de Gauss es una aplicacién autoadjunta.

2.0.4 Definicién. Sea ¢ una curva regular en Y, que pasa por p € X, k la curvatura de ¢ en p
y cos) = (n,N), donde n es el vector normal a ¢ y N es el vector normal a ¥ en p. El nimero
kn = kcosf es llamado la curvatura de ¢ C X en p.

En otras palabras, kn es el tamano de la proyeccién del vector Kn sobre la normal a la superficie
en p, con un signo dado por la orientacién N de X en p.



2.0.5 Definicion. La méaxima curvatura normal k; y la minima curvatura normal ks son llama-
das curvaturas principales de ¥ en p; las correspondientes direcciones, son llamadas direcciones
principales en p.

2.0.6 Definicion. Si una curva regular conexa ¢ C Y es tal que para todo p € ¢ la linea tangente
de ¢ e una direccion principal en p, entonces c es llamada linea de curvatura.

2.0.7 Proposicién. Una condicion necesaria y suficiente para que una curva regular y coneza c,
se la linea de curvatura de la superficie ¥ es que:

N'(t) = A(t)a/ (1)

para cualquier parametrizacion «(t) de ¢, donde N(t) = Noa(t) y A(t) es una funcion diferenciable
de t. En este caso —\(t) es la curvatura principal a lo largo de o/ (t).

2.0.8 Definicién. Sea p € X y sea dN) : T,,(X) — T,(X), el diferencial de aplicacién de Gauss.
El determinante de dN,, es la curvatura Gaussiana K de ¥ en p. La mitad de la traza de dN,, es la
curvatura media H de X en p.

2.0.9 Definicién. Un punto p de una superficie 3 es llamado:

1. Eliptico si det(dNp) > 0
Ejemplo: Los puntos de la esfera

2. Hiperbdlico si det(dN,) < 0
Ejemplo: El origen del paraboloide hiperbdlico.

3. Parabdlico det(dN,) =0 con dN, # 0
Ejemplo: Los puntos del cilindro

4. Planar si dN, =0
Ejemplo: Los puntos de cualquier plano.

3. Primer y segunda formas fundamentales

3.1. Primera forma fundamental

Se denomina primera forma fundamental de una superficie X, en un punto p, a la aplicacién
bilineal, simétrica y definida positiva I, dada de la siguiente forma:

I, : T,(2) x T,(X) — R
(u,v) = L(u,v) = (u,v)

La cual tiene una representacién matricial, que a continuacién se define.
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3.1.1 Definicién. Se define la primera forma fundamental de la superficie ¥ en el punto p como
la matriz (del producto escalar en el espacio tangente):

ox ox ox ox
, ( ) B <%(u7 U)?%(“’ﬂ U)) <%<uvv)7%<uvv)>
(O w,0), Go(,0)) (o (), o))

3.1.2 Ejemplo. (Toro) El toro, con la parametrizacion:

x(0,¢) = ((a + rcosf)cos g, (a+rcosd)sing, rsinb)

con 0 <0 <2ry0<p<2rydado que:

xg = (—rsinf cos @, —rsin § sin , r cos 0)
zy, = (—(a+rcosf)sing, (a+rcosh)cos p,0) se tiene que:

2 2

(zg,79) = r?sin® O cos? ¢ + r2sin? Osin® ¢ + 12 cos? O = r
(g, 2p) =0

(2p,20) = (a+1cos0)?sin? p + (a+rcosh)?cos® o = (a + 1 cosh)?

Asi, la primera forma fundamental del toro queda expresada de la forma:

r? 0
0 (a+rcosf)?

3.2. Segunda forma fundamental

Se denomina segunda forma fundamental de una superficie ¥, en un punto p, a la aplicacién
bilineal y simétrica 11, dada de la siguiente forma:

1, : T,(2) x T,(2) — R
(u,v) = IIp(u,v) = (dNpu,v)

La segunda forma fundamental esta bien definida en cada p € ¥ y el signo proviene de la eleccién
local de la normal.
A continuacién se su expresién en forma matricial.

3.2.1 Definicién. Consideremos una parametrizacién z : U C R? — R3 de una superficie ¥ de
R3, para cada punto p = z(u,v) de %, la forma cuadritica (forma bilineal) 11, definida en T,(X)
por:
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ox ON ox ON
) <%(U7U)v %(%U» (@(uﬂ)), %(U, v))
R PN ON o ON
<%(U7U)v %(u,v» <%(u7v)a %(ua U))

Para dar una interpretacién de la segunda forma fundamental en un punto p, vamos a considerar
una curva regular ¢ C X, parametrizada por a(s), donde s es la longitud de arco de ¢y se tiene a(0) =
p. Si denotamos por N (s) la restriccién del vector normal a la curva a(s), tenemos (N (s), a(s)) = 0.
Asi:

por tanto

IT,(a'(0)) = -

El valor de la segunda forma fundamental I, para un vector unitario en el espacio tangente es
igual a la curvatura normal de una curva que pasa por p tangente al vector unitario mencionado.

4. Teorema de Gauss-Bonnet

4.0.1 Teorema. Sea R C X una region reqular de una superficie orientada y sean C1,....Cy las
curvas regulares, cerradas, simples a trozos que forman la frontera OR de R. Supongamos que cada
C; es positivamente orientada, y sean 01, ...0, es conjunto de todos los dngulos externos de las curvas
C4,...C,. Entonces

gnlfci ky(s)ds + ffR kdo + é@i = 2mwx(R)

donde s denota la longitud de arco de C; y la integral sobre C; significa la suma de integrales en
cada arco regular de Cj.

Podemos ver que el miembro de la derecha es completamente de aspecto topolégico mientras
que cada sumando de la izquierda depende de geometria.

En la geometria intrinseca de ¥ la dnica curvatura visible es la curvatura geddesica, esta estd
ligada a la curvatura gaussiana mediante dicho teorema.
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En este teorema se generaliza la idea de que la suma de los dngulos internos de un tridngulo es 7,
una propiedad cldsica de la geometria plana, si el triangulo es esférico es mayor a 7 y si el tridngulo
es hiperbélico es menor a 7, con ayuda de los conceptos de geometria anteriormente presentados.

Para entender el teorema aun faltan por conocer més conceptos, €n este verano de investigacién,
solo pude llegar hasta la siguiente definicién, pero quedé enganchada a seguir leyendo al respecto.

4.0.2 Definicién. Sea ¥ wna superficie 1egulat o1 I — ¥ una carva parameitizada por ongitud
de arco, en cada punto a(s) podemos considerar el triedro de Darboux {t(s) = &'(s), Ja'(s) =
N(s) A &(s), N(s)}. Como [t(s)] = 1, entonces a”(s) = t'(s) es ortogonal a #(s), y por tanto,

{5} € span{ta’{s}), N{5}}. En consecucncia, a”{s) = {&"{s}, Jo'(s}} + hn{a'{s), a{5}) N{5), siendo

el coeficiente de Ja'(s) la curvatura geddesica de a en a(s).
ky = {a(s). Jo/(s)) = {a(s). N(s) A /(s))
donde J es la rotacién positiva de dngulo m/2.

De aqui ya ssbamaes cerca de poder cnbender ae qué mes bakle asbe intarssante beorems.
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