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1. Introduccion

La geometria hiperbdlica es la primera de las geometrias no euclideanas
que se atribuye a Lobachevsky y Bolyai. Aunque también se atribuye a
Gauss, este ultimo nunca lo hizo puiblico. Esta geometria surge al negar el
quinto postulado de Euclides, el postulado de las paralelas:

Si una linea recta corta a otras dos, de tal manera que la suma de los dos
dangulos interiores del mismo lado sea menor que dos rectos, las otras dos
rectas se cortan, al prolongarlas, por el lado en el que estin los dngulos
menores que dos rectos.

A Playfair se le atribuye la forma en que es mejor conocido dicho postulado:
Por un punto exterior a una recta, pasa una unica paralela. En el presente
escrito daremos una breve introduccién a la geometria hiperbdlica, desde un
punto de vista més elemental sin mencionar variedades riemannianas.

Una parte de la teoria geométrica de grupos son los grupos hiperboli-
cos. Buscamos introducirnos a ellos y buscar la relacién con la geometria
hiperbolica, tratando de mostrar como la teoria en los grupos hiperbdlicos se
encuentra inspirada en la anterior.

2. Grupos Hiperbdlicos

2.1. La métrica de las palabras

Sea G un grupo finitamente generado y S = {s1, s2,...s,} un conjunto
generador de Gj es decir que G = (S5).
Podemos escribir todo elemento de G como producto de los elementos de S
y sus inversos dado que S genera G. Este producto lo podemos ver como
una palabra donde las letras son los elementos s; y s, !y la concatenacién
corresponde al producto del grupo. Una palabra es reducida si no tiene una
letra y su inversa en lugares consecutivos, entonces toda palabra se puede
reducir haciendo la cancelacién siempre que aparezca sis;l 0s; s;. Por lo
tanto, todo elemento de G puede escribirse como una palabra reducida en
las letras s; y 5;1 que vamos a identificar como palabra reducida en S.

2.1.1 Ejemplo. Un importante ejemplo de esto son los grupos libres. Dado
X = {x1,...,zp} un conjunto de n elementos distintos, F,, = F(X) = (X)
es el grupo formado por las palabras reducidas en las letras x; y xi_l, donde
el producto es concatenar y reducir. Recibe el nombre de grupo libre en n
generadores. El conjunto X se llama base de F,.



Fijemos un grupo G, un conjunto generador S = {si,s2,...sp} y X =
{x1,x9,...,x,} base de F,. Si tenemos una palabra reducida w € F,, llama-
mos w($1, ..., Sp) al elemento de G obtenido sustituyendo a z; por s; en w.
Si v € G cumple que v = w(s1,...,S,), se dice que la palabra reducida w
representa a 7. Esta representacién es claro que siempre existe y en general
no es uUnica la palabra.

2.1.2 Definicién. Sea w € F,, definimos y denotamos el largo de w, por
|w| como la cantidad de letras de w.

2.1.3 Definicién. Sea v € G, se define el largo de « respecto a .S como

ls(v) = min{|w|: w € F,,w(s,...,8n) =7}

Es decir, el largo de la palabra méas corta que representa a - en el generador
S. Resaltamos con el subindice la dependencia del conjunto generador S.

2.1.4 Definicién. De lo anterior se permite la definicién de distancia en G
como

ds(71,72) = ls(v '2)

Resaltamos con el subindice la dependencia del conjunto generador S.

Es sencillo verificar que esta definiciéon de distancia induce una métrica
en Gy que es invariante a izquierda, es decir dg(yy1,77v2) = ds(v1,72). Si
se desea ver mas sobre el tema ver [HS].Esta es la métrica de las palabras de
G, respecto al conjunto generador S. Al par (G,S) asocia un espacio métrico
(G,dg) donde G actia por isometrias. Todo esto, ampliamente depende del
conjunto generador S.

2.2. Grafo de Cayley

Una construccién importante en la teoria geométrica de grupos para un
grupo G y un conjunto generador finito, S = {s1,...,s,}; es su grafo de
Cayley Cay(G,S). Este grafo tiene como vértices los elementos de G, y las
aristas son de la forma {~,vs;} para todo v € G y s; € S. Observamos que
se ignora la orientacion en el grafo y también etiquetas de las aristas, asf el
conjunto de vértices V' y aristas E son

V=Gy E={{y,ysi}: 7€ G,s; € S}

Remarcamos la dependencia del grafo de Cayley del conjunto generador S.
Todo grafo conexo tiene una métrica natural donde cada arista mide 1 sien-
do isométrico al intervalo [0, 1] y se define la longitud de un camino formado



por aristas sumando lo que mide cada arista. La distancia entre dos puntos
es el minimo de las longitudes de camino que los conectan, a uno de estos
caminos llamamos camino minimo. Dado que S genera G se tiene que el
grafo Cay(G,S) es conexo.

2.2.1 Proposicién. Sea G un grupo finitamente generado y S un conjunto
generador de G. Se cumple que la métrica descrita en Cay(G,S) es la métrica
de las palabras en G respecto a S.

Demostracién. (Idea de la demostracién) Notemos que cada palabra w en
S especifica un camino de aristas en Cay(G,S) que empieza con 1 y sigue la
aristas correspondientes a las letras que aparecen en w en orden sumando
las longitudes de cada arista, hasta llegar al vértice w(si, ..., Sp).

La principal ventaja del grafo de Cayley sobre (G,ds) es ser conexo por
caminos que nos proporciona una mejor visualizacién y simplifica lo anterior
expuesto.

Ejemplos

1. Para el grupo G = Z, y los conjuntos generadores S = {1} y S = {2, 3}
tenemos los grafos de Cayley respectivamente

NUSEURERENE S ¢ VY S S 3 Vs 8 s

2. Para el grupo libre en dos generadores G = F, = (a,b), y conjunto
generador S = {a, b} su grafo de Cayley es Figura 1

3. Si G = Z2, con el conjunto generador S = {(0,1),(1,0)} se tiene el
grafo de Cayley en Figura 2

2.3. Espacios hiperbdlicos de Gromov

2.3.1 Definicién. Sea (X,d) un espacio métrico. Una geodésica es una
inmersién isométrica
a: la,b] - X

Esto es, que para todos s,t € [a, b] se cumple que

d(a(s),a(t)) = |s —t|.



Figura 2: G = Z2%, S = {(0,1),(1,0)}

2.3.2 Definicién. Se dice que el espacio métrico (X, d) es geodésico si entre
cada par de puntos x,y € X, existe una geodésica

a: [0,L] — X

con L = d(z,y), a(0) = 2 y a(L) = y. Aunque no siempre es tnica a tal
geodésica la denotamos por [x,y]

Ejemplo

Seanz = (z1,1y1) y y = (x2,42) € R?, ysean L = d(z,y) = /(21 — 22)? + (11 — y2)?,
luego f: [0, L] — R? la curva paramétrica dada por

FO=(1— F)oy + Fx2,(1 — Fy1 + £u2)
es tal que para todo s,t € [0, L] se cumple que
d(f(s), f(t)) = |s — 1.
.. El plano euclideano R? con la métrica euclideana es geodésico.

2.3.3 Definicién. Un tridngulo geodésico en (X ,d) de vértices x1,xo x5 € X
es una unién de geodésicas de la forma

A = A2y, 22, 23) = [T1, 22] U [22, 23] U [23, 2]

Decimos que las geodésicas son los lados del tridngulo.



2.3.4 Definicién. Sea (X,d) un espacio métrico. Para 6 > 0, decimos que
un tridngulo geodésico A en X de lados A, B, C es d-delgado si cada lado
se encuentra contenido en el §-entorno de los otros dos. Es decir que A C
Bs(BUC) y se debe cumplir para cualquier dos lados que elijamos. Donde
Bs(Q)={x € X:d(z,Q) <}, QC X.

Figura 3: Tridngulo §-delgado.

2.3.5 Definicién. Un espacio métrico geodésico (X,d), se dice que es o-
hiperbolico si todo tridngulo geodésico en X es d-delgado para algin § > 0.

Lo importante no es el valor de § sino su existencia. Con todo lo an-
terior un espacio le decimos simplemente hiperbolico, segin Gromov si es
d-hiperbdlico. Existen otras definiciones equivalentes de d-hiperbdlico para
espacios no geodésicos, pero no la necesitamos en este escrito.

Ejemplos
1. Si X es de didmetro finito, entonces es d-hiperbdlico con d=diam(X).
2. Si X es un grafo conexo sin circuitos (drbol), entonces es 0-hiperbdlico,

3. El plano hiperbolico H que definiremos més adelante.

4. El plano euclideo R? no es un espacio hiperbélico.

2.4. Grupos Hiperbdlicos

Hemos asociado a un grupo G con conjunto generador S una métrica dg
en G y un espacio métrico geodésico Cay(G,S) y hemos recalcado la impor-
tancia de la eleccién del conjunto generador S del cual dependen nuestras
definiciones. Hay una relacién entre los distintos grafos de Cayley asocia-
dos a un mismo grupo variando el conjunto generador, estd relacion es la de
quasi-isometria. La teoria desarrollada con esta la damos por hecho, a través
de quasi-isometrias se prueba que la siguiente definicién es independiente del
conjunto generador S elegido, para méas informacién ver [NJJ.



2.4.1 Definicién. Un grupo finitamente generado es hiperbdlico (segin
Gromov) si Cay(G,S) es hiperbdlico para algin conjunto generador finito S
de G.

Ejemplos
1. Todo grupo finito es hiperbdlico.
2. Los grupo libres F},, y Z.
3. Por el contrario Z™ para n > 1 no es hiperbdlico.

Un interés importante es porque ciertos subgrupos H < PSL(2,R), a saber,
los grupos Fuchsianos son hiperbdlicos.

3. El Plano Hiperbdlico

Usaremos sélo un modelo del plano hiperbélico conocido como el semies-
pacio de Poincaré, pero cabe mencionar que existen otros modelos como la
representacion de Klein o modelo proyectivo del disco, y el modelo del disco
de Poincaré, etcétera y todos ellos son equivalentes ver [ME]. Para nuestro
fin es mas facil usar el siguiente modelo.

3.1. El modelo H
3.1.1 Definicion. Definimos el plano hiperbdlico H como
H={zeC:0<Im(z)}

Usaremos la nocién usual de un punto en H como si fuera de C. Consideramos
también la nocién usual de angulo en H tal como se tiene en C, esto es, el
dngulo entre dos curvas en H esta definido como el dngulo entre las curvas
cuando ellas son consideradas en C, lo que esté definido como el angulo entre
sus rectas tangentes.

Observemos que podemos considerar H C R2. Vamos a definir la nocién
de recta hiperbolica y algunas veces nos referiremos a ella como simplemente
recta y a la recta de la geometria euclideana como recta euclideana.

3.1.2 Definicion. Existen aparentemente dos tipos de rectas hiperbdlicas,
ambas definidas en términos de objetos euclideanos en C. Una de ellas es la
interseccion de H con una recta euclideana en C perpendicular al eje real R
en C. La otra es, la intersecciéon de H con una circunferencia euclideana en
C centrada sobre el eje real R.



A través de geometria analitica es sencillo comprobar lo siguiente.

3.1.3 Proposicion. Para cada par de puntos distintos p y q en H, existe
una unica recta hiperbolica I en H pasando a través de p y q.

Aunque no hemos definido distancia es natural pensar que la distancia
mas corta entre dos puntos es lo que mide el segmento de recta que se
encuentra entre ellos contenida en la recta tinica que pasa por ellos.

3.1.4 Definicion. Dos rectas en H son paralelas si ellas son disjuntas.
Imagen

Como ya se habia mencionado en la geometria euclideana la rectas para-
lelas son unicas y ademds equidistantes. Ahora en la geometria hiperbdlica, el
paralelismo se comporta muy diferente. Aunque todavia no tenemos un sig-
nificado de medicién de distancia hiperbdlica, podemos considerar las rectas
paralelas cualitativamente. Por construccion es sencillo probar la siguiente
propiedad.

3.1.5 Teorema. Sea | una recta en H, y sea p un punto en H que no se
encuentra sobre l. Entonces, existen infinidad de rectas distintas a través de
p que son paralelas a l.

Si se desea ver la prueba de 3.1.3 y de 3.1.5 se puede revisar en [JA]
pagina 3-4 y [JA] pagina 5-6 respectivamente.

3.2. Longitud y distancia en H

Desde la definicién de un elemento de longitud de arco del célculo, se
construye la nocién de distancia en H y exploraremos propiedades basicas
de esta.

Un camino de clase C'* in el plano R? es una funcién f: [a, 3] — R? continua
sobre [a, (] y diferenciable en («a, §) con derivada continua. En coordenadas
se puede escribir como f(t) = (x(t),y(t)), donde x(t) y y(t) son continuas
en [«, 8] y diferenciables en («a, 8) con derivadas continua. La imagen de un
intervalo cerrado bajo un camino f es una curva en R2. Y la longitud de arco
euclideano de dicho camino estd dado por \/2/(t)? + ¢/ (t)%. Recordando que
H C R? tenemos las siguientes definiciones.

3.2.1 Definicion. Un camino de a a b para a,b € H, es un camino de clase
C! a trozos f:[0,1] — H tal que f(0) = a y f(1) = b. Por comodidad a
veces escribiremos f(t) = (z(t),y(t))



3.2.2 Definicién. Se denota y define la longitud hiperbdlica de f: [0,1] — H
como

1
lengthH(f):/ ;|f’(t)|dt

o Im(f(t))
Donde W| f'(t)] es el elemento de longitud de arco sobre H. Lo cual nos
permitird definir una distancia y asi una métrica en el plano H.

3.2.3 Definicion. La distancia entre dos puntos, a,b € H, estd definida
como

dyg(a,b)=inf{lengthy(f): f es un camino de a a b}.
3.2.4 Teorema. (H,dy) es un espacio métrico.

Demostracién. Sean a, b, c € H puntos arbitrarios.Veamos que dy es una
métrica.

1. Dado que para cualquier camino f de a a b |[f'(t)] > 0y Im(f(t)) >0
entonces, la integral lengthy(f) es no negativa. Por tanto dy(a,b) > 0.
Si dg(a,b) =0, sean a = (a1,a2) y b = (b1, b2), supongamos que a # b.
Sin perdida de generalidad suponemos que a1 # b;. Luego para todo
camino f de a a b, x(t) no es constante como lengthg(f) > 0 entonces
tiene que ser a = b.
Ahora supongamos que a = b, entonces el camino constante f(t) = a es
un camino que lleva de a a b como | f'(t)| = 0 se tiene que lengthy(f) =
0, de donde dy(a,b) = 0.

2. Cada camino de a a b es también camino de b a «a si lo tomamos hacia
atrés. Esto es, para cada h en la imagen del camino, con preimagen
t, definimos un nuevo camino tomando para h la preimagen 1 — t.
Entonces la preimagen de a es 1 en lugar de 0 la preimagen de b es 0
en lugar de 1, una simple reparametrizacién. Por lo tanto dy(a,b) =
dH(bv a)

3. Finalmente probaremos que dy(a,c) < dg(a,b) + du(b, c). Supénga-
se lo contrario, dm(a,c) > dm(a,b) + du(b,c), entonces existe ¢ > 0
dg(a,c) = du(a,b) + dg(b, c) + . Ademads, existen caminos f; de a a
by fadeb a ctales que lengthu(f1) < du(a,b) + 5 y lengthu(f2) <
du(b, c) + 5. Entonces podemos construir un camino f de a a c por
concatenacion de f1 y fo y reparametrizandolas. Notar que dicha con-
catenacién es de clase C! a trozos. Luego tenemos que lengthy(f) =
lengthu(f1) + lengthu(f2) < dm(a,b) + du(b, ¢) + ¢ < du(a,c), lo cual
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no puede ser ya que dp(a, c) es el infimo de todos los caminos desde a
a c. Por lo tanto se cumple la desigualdad del triangulo.

Por lo tanto la pareja (H,dp) es un espacio métrico.
[ |

Cabe mencionar que aqui las geodésicas entre dos puntos z, y son ca-
minos f tal que dy(z,y) = length : H(f), y en este caso son dnicas. La
distancia més corta entre dos puntos de H es la longitud del segmento de
recta hiperbdlica que los une.

3.3. Isometrias

En general para un espacio métrico (X, d) una isometria es un homeo-
morfismo f de X que preserva distancia. Es decir que, una isometria cumple
que

d(z,y) = d(f(x), f(y))

para cada par de puntos z,y € X.

Como la funcién identidad de un espacio métrico es un homeomorfismo
que preserva distancias, como la inversa de un homeomorfismo que preserva
distancias es necesariamente un homeomorfismo que preserva distancias, y
como la composicion de dos homeomorfismos que preservan distancias es
nuevamente un homeomorfismo que preserva distancias, el conjunto de todas
las isometrias de un espacio métrico es un grupo.

Llamamos isometria hiperbolica a una isometria de (H,dy), y denotamos
Isom(H,dy) al grupo de isometria del espacio métrico (H,dy). Denotamos
Isom™ (H) al subgrupo de Isom(H,dy) que preservan orientacién, ya que H
es una superficie orientada en R3.

4. Transformaciones de Mobius

4.1. Grupo de transformaciones de Mobius

Sobre el plano complejo extendido (la esfera de Riemann que es C =
C U {oo} ) se unifican las rectas de H como circulos, las circunferencias
que se intersectan con H siguen siendo circunferencias sobre la esfera y las
rectas euclideanas que se intersectan con H al unir el punto {oo} se vuelven
circunferencias sobre la esfera via proyeccién estereografica.
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4.1.1 Definicién. Una transformacion de Mébius es una funcién m: C — C

de la forma
m(z) = az+b
ez +4d
donde a,b,c,d € C y ad — bc # 0.

Denotamos por Mob™ al conjunto de todas las transformaciones de
Mobius.
Hacemos una pausa para recordar que se insertd oo a la aritmética empleada
sobre el plano complejo extendido. Definimos imagenes por continuidad. Por
ejemplo:

~ . . a _ a _
Para a € C distinto de cero, § = jo—0 =

a
w
Sin embargo no se puede dar sentido a 8 nia =
o0

: S _ az+b _ az+p
Sean m, n transformaciones de Mobius tales que m(z) = ¢ v n(z) = T15.

Entonces

m(oo) = lim "5 = lim g =2

Lo cual estd bien definido pues a y ¢ no pueden ser cero al mismo tiempo
de la misma manera que b y d. Ademas

m(oco) =00 & c=0;

b
m(0) :gym(O)zo(:)b:O
o bien m(0) =00 < d=0.

4.1.2 Teorema. Mob"™ es un grupo con el la operacion composicion.

Demostracién. Sean m(z) = ‘C’ZZIS, n(z) = ?‘yzig, t(z) = Z—ii eMobt

1. La composicion

az+b
nom(z) — n(ZiZ): jgg;ij

(aaz + ab+ Bez + ﬁb) _ <(aa + Bc)z + (ab + Bb)

Mab*
~yaz + b+ dcz + dd (7&—1—50)z—|—(7b—|—5d)> € MO

2. La composicién de funciones es asociativa, por lo que

(mon)ot=mo(not)
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az+b

g = #; la funcién

3.Sia=1,b=0,c=0y d=1 entonces m(z) =
identidad estd en Mob™, v es el elemento neutro.

dz—b

“eta ©S de nuevo

4. Existe inverso; ya que la inversa de m(z), m=1(z) =
una transformacién Mobius.
.. Se tiene que Mob™ es un grupo con la operacién composicién.

4.1.3 Definicién. El grupo general de transformaciones de Mobius M6b es
el grupo generado por Mob™ v la conjugacion compleja C. Esto es, cada
elemento p of Mob puede ser expresado como una composicién

p=Comgo..Com

para algun k& > 1, donde my €Mob™ y C(z) = z para todo z en C y
C(o0) =0

Geométricamente la accion C en C, es una reflexion y obsérvese que esta
invierte orientacién.
Es fécil ver que todo elemento de Mob son de la forma

m(z) = Zjis, donde a, b, ¢, d € (% 0 bciien ge la forma m(z) = ZZ_FS, donde
a, b,c,aecC.

4.2. Matriz de representacion

Observar que si en la composicién de transformaciones de Mobius ve-
mos a los coeficientes de n y m como entradas de matrices de 2 x 2 y las

multiplicamos,

af ab\ [ aa+Bc ab+pb

v 6 cd/) \\nratdc vb+dd )
resulta que las entradas de la multiplicaciéon corresponde exactamente a los
coeficientes de la composicién n o m.

4.2.1 Definicién. Sea m(z) = % eMob™. Definimos el determinante
det(m) de m por ad — be.

Notar que este determinante de una transformacién de Mobius no es
una cantidad bien definida. Si multiplicamos los coeficientes de m por una
constante a # 0 no tiene efecto sobre la accién de m en C por que

az+b aaz+ab
cz+d  acz+ad
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para todo a € C-{0} y todo z € C. Sin embargo los determinantes no son
iguales pues si renombramos n(z) = gz;*_'zg
m es det(m)=ad — bc y el determinante de n es det(n)=a?(ad — bc), pero
de aqui podemos hacer un proceso de normalizacion eligiendo « tal que el
determinante de m sea igual a 1 y esto siempre se puede hacer. Todavia
resta una ambigiiedad, la cual es que podemos multiplicar por -1 a todos
los coeficientes de m sin cambiar su determinante, pero con el resultado de

4.3.3 se observa que lo anterior no representa un problema.

entonces el determinante de

4.3. Preservacion de H

Queremos ver las transformaciones que preservan el plano hiperbélico H.
Consideremos los subgrupos de Mob

Mob(H)={m eMob: m(H) = H} y
Méb* (H)={m eM&b*: m(H) = H}
Mob(R)={m eM&b: m(R) = R}

En el segundo subgrupo debemos buscar que condiciones deben cumplir
los coeficientes de las transformaciones, para esto segun la definicién de H
R = R U {oc} es la frontera de H respecto al otro semiplano, en el plano
complejo extendido. Entonces basta encontrar todas las transformaciones de
Mobius que fijan R y que algiin punto de H lo mande a H. Consideremos
entonces el siguiente conjunto H={m €Mob: m(R) = R y m(i) € H}. Notar
que H=Mo6b(H)

4.3.1 Proposicién. Cada elemento de Mob(R) tiene una de las siguientes
formas

1. m(z) = Zjig, donde a, b, ¢, d € R yad —bc =1.

2. m(z) = gjj:s, donde a, b, ¢, d son imaginarios puros y ad — bc = 1.

3. m(z) = g_‘tg, donde a, b, ¢, d € R y ad — bc = 1.

4. m(z) = Z;Ig, donde a, b, ¢, d son imaginarios puros y ad — bc = 1.

Demostracion. Dado que la funcién conjugacién cumple C (R) = R basta

verificar para la forma m(z) = Zjifl € Mob(R), sabemos que m~1(z) =
dz—b

<. Dado que m lleva R en R se tiene que

m(oo) = %, m~1(o0) = _Td y m~1(0) = %b son puntos de R.
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Suponiendo de momento que a # 0y ¢ # 0, entonces estos tres puntos estan
sobre R. Poniendo a, b y d en términos de ¢

a=m(x)c, b=-m"1(0)a = —m(co)m (0)cy d = —m~1(c0)

Y normalizando el determinante que se puede imponer tal condicién a ¢
obtenemos que

=ad—bec = (m(co0)c)(—m (00)) — (—m(co)m™1(0)c)e
= A[=m(c0)m™"(00) +m(o0)m™(0)]

= lm(co)(=m ™ (00) +m~H(0))]

y como m(oo), m~(c0) y m~1(0) estdn en R o bien c es real o bien ¢ es

complejo puro. Entonces o bien a, b, ¢ y d son reales o bien son complejos

puros.

En el caso que a = 0 la condicién ad — bc = 1 implica que ¢ # 0 y b #£ 0.

Consideramos los puntos m(1) = CJrLd y m~1(o0) = —%.

Al poner a d y b en términos de ¢, tenemos que

d=-m"1(oco)cy b=m(1)(c+d) = (m(1) — m~(c0))c.

Por lo tanto,
1 =ad—bc= (m(c0) — m(1)c?

y de nuevo o bien c es real o bien ¢ es complejo puro. Entonces o bien a, b,
c y d son reales o bien son complejos puros.

En el caso que ¢ sea cero, tenemos que a # 0 y d # 0, en este caso podemos
escribir m(z) = Gz + g, y asi m(0) = 3 y m(l) = GTH’ Poniendo a by a en
términos de d tenemos que

b=-—m(0)dy a =m(m(1) — m(0))d.
.1 =ad —be = (m(1) — m(0))d>
y una vez mas a, b, ¢ y d son reales o bien son complejos puros.

Del conjunto H anterior definido se tiene que todas las transformacio-
nes de M6b(R) que fijan un punto en H son todas las transformaciones de
Mob(H)

4.3.2 Proposicién. Cada elemento de Mob(H) tiene una de las siguientes
formas
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1. m(z) = 2+ donde a, b, ¢, d € R y ad — be = 1.

cz+d’
2. m(z) = ZEZIS, donde a, b, ¢, d son imaginarios puros y ad — bc = 1.
Demostracién. Sea m(z) = ZIS € H. Mostremos por contradiccion que

dichos coeficientes tienen que ser reales . Supongamos que a, b, ¢ y d son
complejos puros, ponemos a = «ai, b = fi, c = yi y d = i, luego

l=ad—bc = di®—pvi®> =—ad + By
= ad—py=-1.

Entonces
. —a+ i —a+pi\ [(—y+ 0t
I = 1T — | =1
mon) = 1 (235 = ((555) (5575
(ad — )i+ ay+ 56 ad — By -1
m( Y2 + 62 2 + 42 72—1—52<0

De modo que m(i) no pertenece a H lo que contradice que m sea elemento
de H. Por tanto a, b, ¢ y d son reales.

Supongamos ahora que m(z) = gis € H. Mostremos por contradicciéon que
dichos coeficientes tienen que ser complejos puros. Supongamos que a, b, ¢
y d son reales, luego

—at+b —at+b ci+d
I ; = ] =71
momt@) = 1w (255 ) = ((Z7) (549))
—ad+bc -1
62+d2 - 02—|—d2

< 0.

De modo que m(i) no pertenece a H lo que contradice que m sea elemento
de H. Por tanto a, b, ¢ y d son complejos puros.

Notemos que Mob™ (H)={m(z) = Zjig: a,b,c,d € Ry ad —be = 1}

Cerramos la seccién con el siguiente resultado segtin la notacién usual para
los grupos de matrices

SLa(R) = {(

PSLy(R) = SLa(R)/{£I}

aZ):a,b,c,deRyad—bc:l}

c

4.3.3 Teorema. PSLy(R) = Mob™ (H)
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Demostracién. Considérese la funcién p: SLa(R) — Mob™ (H) dada por

o(u=(20) = (mo= 57

a

Sea m(z) = 2% en Mob™ (H), luego M = (

b
= 2z d) € SLy(R) es tal que

Cc

ab az+b
SO(M_ (cd)) N (m(z) B cz—i—d)
Lo que muestra que ¢ es sobreyectiva.

Ahora sean M = <a2), N = (3 ’?) € SLy(R), dado que

e((55) (03)) =e ((sambeisi)) = <((i21§3§iéjfi§;))>
y por otro lado se tiene que

e((35)) e ((20) = ((55)) o ((20) -

o az+b\ ¢ Zﬁiﬁ +5
W((v@)(md)— S ()40
 (aaz+ab+ Bez+BbY [ (aa+ Be)z + (ab+ (b)

N <’ya2+’yb+5cz+5d>_<(7a+5c)z+('yb+5d))'

Se tiene que ¢ es un homomorfismo de grupos. Es fécil ver que {+1} CKer(y)
Sea (a Z) €Ker(p), entonces
C

90((22)):Zjizzz‘:}bzczoyazd:il.

Asi que Ker(¢)C {£I}. Por tanto Ker(¢)= {£I}. Con lo anterior se camplen
las hipdtesis del primer teorema de isomorfismo, por lo tanto PSLs(R) y
Mob™ (H) son isomorfos.

5. El interés de subgrupos de Isom™ (H)

Los grupos Fuchsianos son,por definicion, subgrupos discretos del grupo
de isometria del plano hiperbdlico, y se puede saber la relacion con el grupo
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de matrices PSLo(R) pero por ahora dicho tema de discusién se queda
abierto en este trabajo.

Se mostrara que Isom™ (H) = PSLs(R) como consecuencia inmediata de lo
siguiente.

5.0.1 Lema. Cada isometria hiperbdlica de H toma rectas hiperbdlicas en
rectas hiperbolicas.

Demostracién. Supongamos que y pertenece al segmento de recta I, que
une a r y z. Entonces

dH(xay) + dH(yv Z) = dH(‘rv Z)

Sea f una isometria hiperbdlica, entonces

du(f(x), f(y)) + du(f (), f(2)) = du(f(z), f(2)).

En particular , f(y) estd en el segmento l(,)f(.) que une a f(z) con f(2), y
asi

faz) =@y
Como una recta se puede expresar como una unién anidada de segmentos

de recta , tenemos que las isometrias hiperbdlicas toman rectas hiperbdlicas
en rectas hiperbdlicas.

Para cada par de puntos z,y € H, denotamos I'(z,y) al conjunto de
todos los caminos f de z a y.

5.0.2 Proposicién. Mdb(MH )CIsom (H,dy)

Demostracién. Sean z,y € H y m €M&b(H). Veamos que {mo f: f €
D(z,y)} C T(z,y), sea f € D(z,y). Como mof(0) = m(x) y mof(1) = m(y),
tenemos que mo f se encuentra en I'(m(z), m(y). Afirmamos que lengthy(f)
es invariante bajo la accién de M6b(H). En efecto, sin perdida de generalidad
sea m(z) = ¥E8 elemento de Méb (H), luego

cz+d
1 1 ,
lengthg(mo f) = /0 WKWO ) (@®)]at
- 2
o TG 770+

! 1 / _
— /0 WU (t)|dt = lengthu(f).

18



Entonces para cada camino f € I'(x,y), tenemos que

du(m(z),m(y)) = inf{lengthu(g): g € I'(m(z),m(y))}
inf{lengthg(mo f): f € T(z,y)}
inf{lengths(f): | € D, y)} = daa(z,y).

1

<
<

Como m es invertible y m™
mento dado para ver que

es un elemento de Mo6b(H), repetimos el argu-

{m™'og: g € T(m(z),m(y)} C I(z,y),

y por lo tanto

du(z,y) = inf{lengthu(f): f € I'(z,y)}
< z'nf{lengthH('m_1 0g): g € I'(m(x),m(y)}
< inf{lengthu(g): g € I'(m(z),m(y)} = du(m(z), m(y).

3

Sodu(x,y) = du(m(x), m(y).

Por lo tanto m es una isometria hiperbdlica.

Como consecuencia inmediata cada transformacién de Mobius m que
preserva H, manda rectas hiperbdlicas en rectas hiperbdlicas. Y con todo lo
mostrado podemos entender facilmente y bien la demostracion del siguiente
teorema en [JA] pagina 104-108.

5.0.3 Teorema. Isom(H,dy)=Mdob(H).

Flores Meza Héctor Noé
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