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1. Preliminares

1.1 Definicién. Un espacio localmente Euclidiano M de dimension d es un
espacio topologico Hausdorff M tal que cada punto p € M tiene una vecindad
que es homeomorfa a un subconjunto abierto del espacio Fuclidiano R®. Si ¢
es un homeomorfismo de un abierto conexo U C M a un subconjunto abierto
de R, ¢ se llama un mapeo coordenado, y las funciones x; = r; o p (donde
r; es la i-ésima funcién coordenada estindar de RY) son llamadas funciones
coordenadas. A la pareja (U, @) se llama un sistema coordenado.

1.2 Definicién. Una estructura diferenciable F de clase C* (1 < k < 00) en
un espacio localmente Euclidiano M es una coleccion de sistemas coordenados
{(Uas pa)taca que satisfacen las siguientes propiedades:

(a) UpcaUa =M

(b) cpaocpgl es CFa, B e A



(¢) La coleccion F es mazimal con respecto a (b); esto es, si (U, @) es un sistema
coordenado tal que o o y a0t es CFVa € A, entonces (U, ) € F

Si tenemos una coleccién F de sistemas coordenados que satisfacen las condi-
ciones (a) y (b) de la definicién anterior, podemos extenderla a un atlas maximal

1.3 Definicién. Una variedad diferenciable de clase C* es una pareja ordenada
(M, F) que consiste de un espacio localmente Euclidiano M que satisface el
sequndo azxioma de numerabilidad y de una estructura diferenciable F de clase

Ck

Durante el resto de este trabajo se consideraran variedades diferenciables de
clase C*°. Usualmente, una variedad diferenciable se denota simplemente por el
conjunto M, entendiéndose que tiene una topologia y una estructura diferencial
que satisfacen la definicion.

La condicién de Hausdorff se pide para poder asegurar la unicidad de los limites y
el segundo axioma de numerabilidad es esencial para poder mostrar la existencia
de particiones suaves de la unidad, que es un resultado bésico de la teoria.

1.4 Proposicién. Sea (M, F) una variedad diferenciable. St U C M es abierto,
entonces U es variedad diferenciable con estructura diferencial

fU = {(Ua N U7 Soa‘UaﬂU) : (UouSDa) S -F}

1.5 Proposicién. Si (M, F1), (Ma, F2) son variedades suaves, de dimension
dy,ds respectivamente entonces My X My es una variedad suave de dimension
di + da con estructura diferenciable F, la coleccion maximal que contiene

{(Ua x Vi), o X Vg : Uy x Vg — RN x R2|(Uy, d0) € F1, (Y5, Vs) € Fa}

1.6 Definicion. Si M es una variedad suave, una funcion f : M — R es suave
st podemos cubrir a la variedad con sistema de coordenadas (U, ¢)) tal que

fop ™t ipU) =R
€S suave

Por la compatibilidad de los sistemas de coordenadas, se puede probar que
entonces

foy™t:iy(V) =R
es suave para cualquier carta (V,4). Al conjunto de todas las funciones suaves
f: M — R se denota por C>(M).

1.7 Definicién. Si p es un punto en una variedad M, y v : (—€,¢) — M,
decimos que v es una curva suave que pasa por p si ¥(0) = p y existe alguna
carta (U, @) con v((—e€,€)) CU y @ o~ es suave.

Por la regla de la cadena y la compatibilidad de los sistemas coordena-
dos para cualquier sistema coordenado (V) alrededor del punto p y tal que
v((—e€,€)) C V entonces 1 oy es suave.



1.8 Definicién. Sean v : (—¢,e) = M y 75 : (—=¢,€) = M curvas suaves que
pasan por el punto p. Decimos que v,7 son tangentes ent = 0 si en un sistema
de coordenadas (y por ende en todos) (U, ) cony((—e,€)) CU yA((—€,€)) CU
)

(©07)'(0) = (¢ o49)(0)

Si denotamos por C, el conjunto de todas las curvas suaves en M que pasan
por p, y definimos una relacién ~ en C, por v ~ 4 si 7,4 son tangentes en p. Se
puede probar que esta relacion es de equivalencia.

1.9 Definicidén. Definimos el espacio tangente a M en el punto p por
T,M :=Cp/ ~

La clase de un elemento v € C, se denota por 7/(0), o bien, por %|t:0’y. Se
puede probar que hay una biyeccién entre T, M y R™, donde m = dim M, y se
puede inducir una estructura de espacio vectorial en T, M. Més atn, si (U, ¢) es
un sistema coordenado alrededor de un punto p € M con funciones coordenadas
Xiyeeoy T,y [ € C®(M), para cada i € {1,...,m} definimos

0 df op™!
<8xi) |p(f) - Tb(?)

y un resultado muy conocido dice lo siguiente

1.10 Proposicién. {%L}}ﬁl es una base de T,M

1.11 Definicion. Una aplicacion continua v : M — N, con M, N wvariedades
suaves, se dice que es C* siy solo si Tohop™ es C™ para cualesquiera mapeos
coordenados ¢ en M y T es N

1.12 Definiciéon. Sea v : M — N una aplicacion C>* y sea p € M. La
diferencial de v en p es el mapeo lineal (V). : TyM — Ty N definido por la
ecuacion

()ep(v)(g) :=0v(go) veT,M, geCF(N)

1.13 Definicién. Sea M una variedad suave de dimension m. Un subconjunto
Z C M es llamado una subvariedad de dimension k si para todo z € Z existe
una carta (U, @) de M que contiene a z y tal que o(UN Z) = ¢(U) NR*, donde
R¥ estd identificado con el subespacio {(z1,...,2m) € R™|x; = 0Vj >k + 1}

Denotaremos T'M el conjunto dado por la unién disjunta de los espacios
tangentes 1, M, p € M. Definimos la proyeccién m : T'M — M con la condicién
de que 7(T, M) C {p}

1.14 Definicién. Un campo vectorial X en M es una aplicacion suave X :
M —TM, X, € T,M y ademds mo X =1id

Al conjunto de todos los campos vectoriales en M se le denota por T'(T'M).
Definiendo la suma y la multiplicaciéon por escalar puntualmente, dotamos a
este conjunto de una estructura de espacio vectorial.



2. Definicién y ejemplos

2.1 Definicién. Un grupo de Lie (G, -) es un grupo, que ademds es una variedad
suave, y se cumple lo siguiente:

» La operacién del grupo - : G x G — G, (g,h) — g - h es una aplicacion
suave

» La aplicacion 1 : G — G, g — g~ es suave
2.2 Ejemplo. (R",+) es un grupo de Lie, con la estructura diferencial estindar
de R™ y la suma como operacion. Fs claro que la operacion del grupo, y la
aplicacion v, x — —x, SON SUGVES.

2.3 Ejemplo (GL(n,R)). En este ejemplo vamos a ver que GL(n,R) = {A €
Mat, «n(R)|det(A) # 0} es un grupo de Lie, con el producto de matrices como
operacién. Consideremos (Mat,x,(R),-), las matrices reales de n X n con el
producto de matrices. Como Mat,x,(R) es un espacio vectorial sobre R, tiene
una estructura de variedad diferencial, de hecho Mat, x,(R) = R™. Por otra
parte, det : R™ — R, es una aplicacion suave (en particular continua) ya que
es un polinomio en las entradas. De aqui vemos que GL(n,R) = det™1(R—{0}),
por lo que se sigue que GL(n,R) es un abierto de R”z, y por la proposicion 1.4
concluimos que es una variedad suave.

Sabemos que GL(n,R) es un grupo con el producto de matrices como opera-
cién. Ademds, la multiplicacidn de dos matrices A = (a;;), B = (b;j) es una
aplicacion suave ya que en términos de las coordenadas

(AB)ij =) aibi
k=1

Por dltimo,
1 1

~ det(A)
donde A es la matriz de cofactores de A. De aqui, podemos concluir que t es

una aplicacion racional en las entradas de A cuyo denominador no se anula,
por lo que es una aplicacion suave. Por lo tanto, GL(n,R) es un grupo de Lie.

co

(A=A

Nota: Si (G1,*1),(Ga,%2) son grupos (en el sentido abstracto), el producto
directo G; X G2 es a su vez un grupo con la operacién

*Z(G1XG2)X(G1XG2)—)G1XG2

((g1,92), (h1,h2)) = (g1, 92) * (h1, he) = (g1 *1 h1, g2 *2 h2)

La identidad en G x G estd dada por e, xa, = (€a,,€a,), y los inversos estdan
dados por (g1,92)"" = (97", 95 1).



2.4 Proposicién. Sean G1,Gs grupos de Lie, entonces G1 x Gy (el producto
directo de los grupos Gy y Ga) es un grupo de Lie, con la estructura diferencial
dada por 1.5 y la estructura de grupo como en la nota anterior.

2.5 Lema. Sea H C G un subgrupo abstracto de un grupo de Lie G que es a
su vez una subvariedad. Entonces H es un grupo de Lie

A continuacién enunciaremos un teorema importante de la teoria, sin de-
mostracién, ya que su prueba es muy técnica y estd lejos del alcance de esta
introduccién.

2.6 Teorema. Sea G un grupo de Lie y sea H un subgrupo de G. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) H es cerrado (en el sentido de topologia)
(b) H es una subvariedad
2.7 Corolario. Los subgrupos cerrados de G son grupos de Lie

De aqui se sigue que los grupos matriciales O(n,R), SL(n,R),etc son grupos
de Lie.

3. Campos invariantes a la izquierda

En esta seccion, trabajaremos un concepto muy importante en la teoria de
los grupos de Lie que son los campos invariantes a la izquierda.

3.1 Definicién. Sea G un grupo de Lie y sea g € G. La aplicacion Ly : G — G,
h — gh se llama la traslacion izquierda por el elemento g. La aplicacion Ry :
G — G, h— hg se llama la traslacion derecha por el elemento g.

Observacién Como la operacién del grupo es suave, claramente L, es una
aplicacién suave de G € G. Ademds, es una biyeccién, y del hecho que (L)™' =
Ly, tenemos que la inversa de Ly también es una aplicacién suave, por lo
tanto, Ly es un difeomorfismo. Andlogamente (Ry)™' = R,-1, y R, también es

un difeomorfismo.

3.2 Definicién. Un campo vectorial X en G se dice invariante a la izquierda
si Vg, h € G:
(LQ)*’hXh = Xgh

X se dice invariante a a la derecha si Vg, h € G:
(Rg)snXn = Xng
A partir de ahora trabajaremos con campos invariantes a la izquierda.

3.3 Proposicién. Un campo vectorial X en G es invariante a la izquierda si vy
s6lo si X(foLy) = (Xf)oLyVgeG, feC®G)



Demostracion. Sean g,h € Gy f € C*(G). Como X es invariante a la izquierda

X(foLg)(h) = Xn(foLg) = (Lg)«n Xn(f) = Xgn(f) = (X [)(gh) = (X f)oLg(h)

Como h es un elemento arbitrario, de la igualdad anterior se concluye la equi-
valencia. O

Queremos ver ahora las condiciones en coordenadas locales para que un

campo sea invariante a la izquierda. Supongamos que G es un grupo de Lie con

dimG = m. Sean v, h € G, con coordenadas respectivas (z!,...,2™), (2},...,2™)

en un sistema coordenado (U, ). Supongamos que en coordenadas locales, la
operacion del grupo en el elemento g = vh esta determinada por las coordenadas

(ph(xt, . o™ 2t 2 p (2 e 2 2 ™)
con plv cee 7pm € COO(QO(U) X QD(U)) Luego

(L,y)*,h : ThG — T,th
0 " opH
0z ln " Za Bz
p=1

a
8p“ vh

1 m 1 m
(x,...,2™ 2. ., 2

De forma que si X; = > 0 £%(2,..., zm)a%h, con £, €M™ € C=(p(U)).
Entonces, si X es invariante a la izquierda

" Opt 0
_ ar 1l m 1 m 1 m
(L,y)*7hXh—MaZ:1§ (z5,...,2 )—aza(o:,...,:r Sy 2 )—apu o
S ) (0 2)
u:1 b ) ) ) apll ,Yh

Hemos probado lo siguiente

3.4 Lema. En coordenadas locales, X es invariante a la izquierda si y solo si
Vu=1,...m y Vx,z se cumple que

> D 2,2) = £ (@), (@, ) (3.1)

Si pensamos ahora que el sistema coordenado (U, ) estd centrado en el
elemento neutro del grupo, i.e p(e) = 0, y consideramos z = 0 en 3.1, primero
notemos que p(z,0) = z, ya que corresponderia a las coordenadas del punto
g = ye =, por lo que concluimos que

>0 (2,0) = #(p(a,0)) = €(x) Vu=1,.mVe (32)

a=1



3.5 Definicion. Un campo vectorial en un grupo de Lie se llama constante a
la izquierda si y solo si

VyeG X, = (Ly)seXe € T/G

Por la discusién anterior, en coordenadas locales un campo vectorial X es
constante a la izquierda si satisface 3.1 en z = 0 = e, es decir, satisfacen la
ecuacién 3.2 Si ahora definimos

m
op* 0

Xizq = 1@(1'70)@ (33)
ILL:

vemos que un campo X constante a la izquierda se puede expresar como

Esto nos dice que un campo constante a la izquierda, se expresa como combina-
cién lineal (con coeficientes constantes) de los campos X'??. Ahora veamos que
estos campos también son invariantes a la izquierda.

3.6 Lema. Un campo vectorial X en un grupo de Lie G es constante a la
izquierda si y solo si es invariante a la izquierda.

Demostracion. Evidentemente, si X es invariante a la izquierda, también sa-
tisface ser constante a la izquierda. Ahora veamos que si es constante a la iz-
quierda entonces es invariante a la izquierda. Por la asociatividad del grupo
L,oL,=1L,,Vy,9¢€ G. Por laregla de la cadena (L)« 0 (Lg)s,e = (Lyg)«,e-
Como X satisface 3.2, tenemos que Xy = (Lg)+.XcVg € G, por lo que Vv,g

(Lv)*,ng =
= (Lv)*,g((Lg)*,eXE)
= ((Ly)s,g © (Lg)s,e)Xe
= (ng)*,eXe = Xyg
O

Nota: De forma similar, podriamos pensar en la expresién en coordenadas
locales de los campos invariantes a la derecha. Siguiendo las ideas anteriores, se
puede concluir que si definimos
m
op*

0
der ,__
X5 = 2 o (0, ) Fm (3.4)



entonces un campo invariante a la derecha se expresa como

m

X =3 &(0)xa

a=1

4. Algebras de Lie

4.1 Definicién. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F de caracteristica
0. Se dice que V admite una estructura de dlgebra de Lie si existe un operador

bilineal [-,-]: V xV =V, (x,y) = [z,y] llamado corchete (de Lie) que cumple:
[z, [y, 2]] + [y, [z, 2] + [2, [z, y]] = O Vr,y,z €V (4.2)

4.2 Definicién. Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial V sobre F con una
estructura de dlgebra de Lie.

Podemos pensar que un dlgebra de Lie es un par ordenado (V, [-, -]) donde [+, -]
es un operador bilineal en V que satisface 4.1, llamada condicién de antisimetria,
y satisface 4.2, llamada identidad de Jacobi.

4.3 Definicién. Sea (V,[-,:]) un dlgebra de Lie. A (V,[-,-]°P) con [z,y]°P =

—[z,y], le llamamos el dlgebra de Lie opuesta a (V,[-,-]).
Es facil verificar directamente de la definicién que que [-, -]°? es un operador
bilineal en V que satisface 4.1 y 4.2, por lo que [,-]°? es una estructura de

algebra de Lie en V', y por tanto, (V,[-,]°?) es un dlgebra de Lie.

4.4 Definicién. Sea (V,[,-]) un dlgebra de Lie, y sea W C V un subespacio
vectorial de V. Se dice que

» W es una subdlgebra de Lie de V' si Vwy,ws € W, [wy,ws] € W
» W oes un ideal de V siVv € V,Vw e W, [v,w] € W.

Observemos que todo ideal de un dlgebra de Lie V es a su vez una subalgebra
de V', y que toda algebra de Lie V' admite al menos dos ideales, llamados ideales
triviales, que son {0} y V.

4.5 Definicién. Sean (V1,[-, 1), (Va, [, ]2) dlgebras de Lie. Decimos que p :
Vi — Vi es un homeomorfismo de dlgebras de Lie si

1. p es lineal

2. p([z,yh) = p(x), p(y)l2 Va,y € Vi

si p es inyectiva (respectivamente suprayectiva) se le llama monomorfismo (res-
pectivamente epimorfismo), y si p es biyectiva se le llama isomorfismo.



4.1.

El algebra de Lie de los campos vectoriales

Supongamos que M es una variedad suave de dlmensmn m, consideremos

X,Y, con expresién en coordenadas locales X = Y 1" | Xi o 2 Y = Z;ﬂ LY

e}
Oz

campos vectoriales suaves en M. Definimos el corchete de Lie de dos campos

vectoriales por

(X, Y]f = X(Y[) - Y(X))

feo=(M

)

Primeramente, probaremos que dicho corchete dota de una estructura de algebra

de Lie a I'(T'(M))

4.6 Proposicion. T'(T(M)) es cerrado bajo el corchete de campos vectoriales,

mas aun
- 0
J
Z X ))ax]
Jj=1
Demostracion. Sea f € C*°(M). Tenemos que

(X, Y]f = X(Y[f)=Y(X[)

i - of N, 0
(ZX ) 2 Vg |\ 2 o (
j=1 7j=1
fmimayjﬁ 382f ,mJ
< X Z Ox? Oxd Oxt0xI ZY ;
=1 J=1 Jj=1
B - Zan of jaXi af
B Z (X dxt O Y Oxd 8xi)
i,j=1
= ,0Y7 9 ,0X7 9
= 2_3( o Y ax) ()
m m ZaY ZaXJ 8
| (ZX o ay)aﬂ )
j=1 \i=1
B m i ] a -
= [ x5 | () vrec=(m
j=1
Por lo tanto,
(X, V)= (X() =Y (X))
j=1

m

doXx

=1

; Of
ozt

)

"L OX' Of

)

y D(T'(M)) es cerrado bajo el corchete de campos vectoriales

Oz Ozt
—1

i=

0% f
&Uj ozt

O

Directamente de la definicién del corchete de Lie vemos que es bilineal, an-
tisimétrico y que satisface la identidad de Jacobi. Como I'(T'(M)) es un espacio

vectorial, podemos concluir que es un algebra de Lie.

)



4.2. El algebra de Lie de un grupo de Lie

Sea G un grupo de Lie, y denotemos L(G) al conjunto de todos los campos
vectoriales invariantes a la izquierda.

4.7 Lema. (L(G),["]) es una subdlgebra de Lie de (I'(T(Q)))

Demostracion. Basta ver que [-,-][rq) @ L(G) x L(G) — L(G). Sean X,Y €
L(G), usando la proposicién 3.3 tenemos que

[(X,Y](foLg) = X(Y(foLy))—Y(X(foLyg))

=X((Yf)oLy) —Y((X[f)oLy)

= (X(Y[f))oLy—(Y(X[))oL
=(X(Y[f)-Y(X[))oLy

= ([X,Y](f)) oLy Ve C™()

y de aqui se sigue que [X,Y] € L(G) O
4.8 Teorema. L(G) = T.G como espacios vectoriales

Demostracion. Consideremos la aplicacién j : T.G — L(G), A — j(A), j(A)y =
(Lg)+,eAVg € G. Primeramente, la aplicacién j estd bien definida ya que

(Lh)sg(3(A)g) = (Ln)w,g((Lg)x.e(A))
((Lh)xg© (Lg)x.e)(A)
= (Lng)«.e(A4)
J(A)ng

Por lo que j(A) es invariante por la izquierda. Ademds, j claramente es lineal.
Por otra parte j es inyectiva, ya que j(A) = j(B) implica que en particular
j(A)e = j(B). y esto implica que A = B. Por ultimo, j es sobre, ya que dado
X € L(G), j(Xe)g = (Lg)s,e(Xe) = Xge = XyVg € G, y de aqui concluimos
que j(Xe) = X. Asi, j es un isomorfismo lineal. O

De lo anterior, tenemos que L(G) es un &lgebra de Lie de dimensién fini-
ta, y més atn dim L(G) = dimT.G = dim G. Ademds, podemos inducir una
estructura de dlgebra de Lie en T, G a partir de la de L(G) definiendo

X.,Y.] = [X,Y]. X,YeL(G) (4.3)

4.9 Definicion. A T.G con el corchete definido como en 4.3 se le llama el
algebra de Lie del grupo G, y usualmente se denota por g

4.10 Nota. Siguiendo un proceso andlogo con los campos vectoriales invariantes
a la derecha R(G), se llega a que también se cumple que R(G) = T.G como
espacios vectoriales, y puede inducir también una estructura de dlgebra de Lie
en T.G con [Xe,Ye] = [X,Y]e X,Y € R(G). A ésta dlgebra de Lie del grupo
G se le conoce como el dlgebra de Lie opuesta de G.

10



4.2.1. El corchete de gl,(R)

Haremos una justificacién de por qué el corchete de gl,,(R) = T7(GL(n,R))
suele aparecer definido como el conmutador de matrices, es decir, dadas A, B €
gl,,(R), [A,B] := AB — BA. Empezaremos mostrando la justificacién para el
caso n = 2, y posteriormente generalizaremos el argumento para n € N Como
sabemos GL(n,R) C Mat,x,(R) tiene estructura de variedad suave por ser un
subconjunto abierto de Mat, x,(R), por lo que podemos asignarle coordenadas
globales. Consideremos

X = (37 y) ) A = (Z Z) (Z,b7C, d,:v,y7z,w S COO(GL(23R))

zZ w

Queremos calcular los campos X*9, descritos por 3.3. Recordemos que en esa
ecuacién habiamos identificado el elemento identidad con el vector de coorde-
nadas cero, aqui lo identificaremos con sus coordenadas usuales, dadas como en
la matriz identidad. Definamos

Mo [tV a b _ (za+yc xb+ yd

' z w)\c d za +we  zb+wd

Luego, se tiene lo siguiente

1 0\" z 0 o 0
(0 0) M= <z 0)‘”3633 “0z
0 1\ _ 2 0 «\_,0 0
0 0) “aa=M=lo 2) 7%, T
0 0\ y 0y 0 0
(1 0) ac|A 1 (w 0)‘3/83;“”32

0 0\* 9
0 1 *%|A:I

Si ahora consideramos el corchete de campos vectoriales, podemos observar que

ocurre lo siguiente
10 12q 0 0 izq o g - g o 0 0 izq
00/ *\1 o0 “Yar Ya:T "\ oo

y pensando en matrices, con el corchete definido como el conmutador, tenemos

6 -CDED-COE Y63

Calculos similares muestran que esta relacién entre el corchete de los campos
invariantes por la izquierda y el corchete de las matrices correspondientes se
mantiene.

11



Caso general Consideremos A = (ai;), B = (bij), ai;,b;; € C°(GL(n,R))
Vi,7 = 1,...,n. Las coordenadas de AB estédn dadas por (AB),s = ZZ=1 aribps.
Luego, definimos

. 9
)izq .
(By)™0 = g, (AB)

Notemos, que las entradas donde aparecec b;; corresponden a indices de la forma
(rg),1<r<n,y

9
8bij

(AB)TJ = Qp; 1 <rsn
B=I

Por linealidad, concluimos que

podemos pensar que las funciones a,; se corresponden con la i-ésima columna
de A, mientras que los indices de 85 - se corresponden con la j-ésima columna
3

de A. Luego,

iz iz - o Y 9
(i)™, (Bi)™7] = lzariaav;“s’“aasl]

Il
=7
S
3
N
Q|
ISERS)
3%
S~
o5}
r,SQJ
|
(]
»
x>
N
Q|
ISERS)
2 |3
S~
g
SQv

r,s=1 =1
- 0 - 0
_ E s sk § BV
- r,s=1 amaré] 9sl rs:las}cérél 9

d , d
_ kz , _ z} ,
- 6J < Qrj orl 51 < Qrk 87"]
= 08 (Eu)™ — 6] (Ey;)"™

Las matrices E;; estan definidas por la ecuacién (Ejj)ys = 0; 03, es decir, tienen

un 1 en la entrada (¢, j) y cero en el resto de las entradas. De aqui vemos que
EijEu = 6} Ey

Por lo que
[Eij, Exil = EijEy — EnEsj = 5fEil — 0} Ej
Hemos probado
4.11 Teorema. [(E;;)"4, (Ey)"*] = [E;j, B
Para campos invariantes a la derecha, si

0
der
(Eij) = 8aij |A:IAB
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se puede concluir que
" 0
Ei)™ = bjs—
( J) po J abw

Luego

[(Eij) ", (Br)®"]

[;bjswg?;blr%]
- ablr 0 = abjs 0
2 bis (86) by T;I i <8ka> Dby

r,s=1
- 0 - .0
= bi 030t — — by 0307 —
TZ::l TS ke 72:21 otk 9is
—_ 5£(Ekj)der o 6;53(Eil)der
= —[Eyj, B

Por lo que se cumple lo siguiente
4.12 Teorema. [(Eij)%", (Ew)%"] = —[Eyj, Ew]%"
En este caso particular es muy sencillo probar lo siguiente

4.13 Proposicién. El dlgebra de Lie de GL(n,R) es isomorfa a su dlgebra de
Lie opuesta

Demostracion. p : gl,(R) — gl,(R)°?, con p(A) = —A, A € g[,,(R) es un
isomorfismo de algebras de Lie 0
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